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Resumo

Este trabalho consiste no desenvolvimento de um coédigo computacional para analise termo-
estrutural nao linear de estruturas de treligas espaciais. O algoritmo termoestrutural
esta associado a um modelo fenomenologico histérico que inclui efeitos de plastificacao,
flambagem, pos-flambagem inelastica, acamulo de deformacao plastica e degradacao da
tensao critica de flambagem devido ao efeito Bauschinger. A estrutura é modelada em
uma descricao Lagrangiana total através da formulagao do método dos elementos finitos
posicionais, o qual é baseado no teorema da energia potencial total minima. MEFP é
escrito em funcao das posi¢oes nodais e vetores generalizados e, portanto, intrinsecamente
geometricamente nao lineares. Para resolver o sistema de equagoes nao lineares, é utilizado
o método de Newton Raphson com controle pelo método de comprimento de arco de
hiperplano fixo, que permite ultrapassar pontos limites no caminho de equilibrio. A
consideracgao de altas temperaturas ¢ feita de forma simplificada, as analises sao isotérmicas
e a distribui¢ao da temperatura no elemento é homogénea. A degradacao da rigidez
e resisténcia é governada pelos fatores de reducao do Eurocddigo 3, assim como as
expansoes térmicas sao governadas pelo fator de alongamento da mesma norma. A
cada desenvolvimento do trabalho sao feitos exemplos de aplicagao de casos presentes na
literatura e, por fim, todos os aspectos mencionados sao reunidos e aplicados em exemplos,
com a devida demonstragao de precisao.

Palavras-chave: Trelica espacial. Anélise nao linear. Método do comprimento de arco.

Analise termoestrutural. Modelo fenomenologico.






Abstract

This work consists in the development of a computational code for non-linear thermo-
structural analysis of spatial truss structures. The thermo-structural algorithm is associated
with a hysteretic phenomenological model that includes effects of yielding, buckling, ine-
lastic post-buckling, accumulation of plastic deformation and degradation of the critical
buckling stress due to the Bauschinger effect. The structure is modeled in a total Lagran-
gean description through a formulation of the positional finite element method, which is
based on the theorem of minimum total potential energy written as a function of nodal
positions and generalized vectors and, therefore, intrinsically geometrically non-linear.
To solve the nonlinear system of equations, the Newton Raphson method is used with
control by fixed hyperplane arc length method, which allows to exceed limit points in the
equilibrium path. The consideration of high temperatures is made in a simplified way, the
analyzes are isothermal and the temperature distribution in the element is homogeneouss.
The degradation of stiffness and resistance is governed by the reduction factors of Euro-
code 3, as well as thermal expansions, are driven by the elongation factor. Examples of
application of cases present in the literature are made for each development of the work
and, finally, all the aspects mentioned are gathered and applied in examples, with due
precision demonstrations. Experimental tests of heated truss elements and cyclic loads

can also be performed to validate the model proposed in this work.

Keywords: Spatial truss. Nonlinear analysis. Arc length method. Thermo-structural

analysis. Phenomenological model.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Generalidades

Sistemas do tipo trelica tém sido amplamente utilizados como solucao de engenharia
para varios tipos de estruturas, incluindo telhados de grande vaos, pontes, torres, estruturas
espaciais, plataformas offshore, entre outras. Na construgao leve, essas estruturas sao
compostos de materiais metélicos, geralmente, modelados como elementos carregados
axialmente. Tais elementos sao altamente deforméveis e por isso podem apresentar
comportamento elastoplastico. Além disso, devido a sua flexibilidade, as barras de
trelica sob carregamento axial podem ser instéveis, ou seja, podem flambar. Assim, o
projeto de estruturas de trelica envolve a modelagem de nao linearidades geométricas e
fisicas, incluindo grandes deslocamentos, deformagoes elastoplasticas e comportamento
pos-flambagem.

Na engenharia estrutural, a consideracao da hipotese de linearidade geométrica
nas analises estruturais significa admitir a proporcionalidade causa e efeito. Este tipo
de hipotese é utilizada em casos de anélises de pequenos ou moderados deslocamentos,
porém, nao pode ser utilizada em problemas envolvendo instabilidade estrutural. Esses
problemas ocorrem sob regime de grandes deslocamentos, que para serem resolvidos é
essencial a consideracao dos efeitos de nao linearidade geométrica. Nessa, o equilibrio é
avaliado na posi¢ao deslocada da estrutura, ou seja, depois de ocorrido as deformacoes e
deslocamentos causados pelas forgas externas aplicadas.

A consideragao de nao linearidades geométricas e fisicas e efeitos de instabilidade
tornam complexa a resposta estrutural frente aos esforcos aplicados. Por consequéncia, o
caminho de equilibrio a ser obtido durante analise sera complexo, apresentando diversos
efeitos de instabilidade. Desta forma, para descrever o caminho de equilibrio contornando
todos os trechos complexos, sao necessarios os chamados métodos de continuacao, os
quais sao técnicas utilizadas para resolver as equagoes de equilibrio, tratando de forma

adequadas as perdas de rigidez e os pontos limites de carga e deslocamento. Nesse trabalho,

1



2 Capitulo 1. Introdugao

é empregado um dos métodos mais eficazes para contornar pontos criticos no caminho de
equilibrio, o método do comprimento de arco (FRANSSEN, 2000).

A analise de grandes deslocamento se torna ainda mais necessaria quando se
pretende simular efeitos térmicos na estrutura. A analise de estruturas submetidas a acoes
térmicas tipicas de incéndio tem se tornado uma consideragao cada vez mais frequente nos
projetos atuais devido & necessidade de elevar o nivel de seguranca das estruturas, a fim
de preservar as edificacoes e, principalmente, reduzir a perda de vidas humanas. Existem
diferentes abordagens de pesquisa para avaliar tal situacao , as quais, resumidamente,
dividem-se em estudos teodricos, anélises experimentais e as aplicagoes numéricas.

Analises experimentais de estruturas submetidas a a¢oes térmicas tipicas de incéndio,
apesar de fornecerem grande quantidade de dados consistentes sobre o comportamento da
estrutura, sao de alta complexidade e elevado custo (YANG; LIN; LEU, 2008). Devido a
isso, atualmente se tem um grande interesse no desenvolvimento e aplicacao de codigos
computacionais, que simulam os efeitos de incéndios em estruturas de forma adequada.

O comportamento dos membros de ago sob temperaturas elevadas é complexo e
¢ diretamente afetado pela restrigao das extremidades dos membros (SANTIAGO et al.,
2008). Em primeiro lugar, deve-se destacar que o comportamento de uma tunica barra
de ago exposta a um incéndio padrao é significativamente diferente em comparagao com
o comportamento de toda a estrutura (PORCARI; ZALOK; MEKKY, 2015). Existem
muitos estudos sobre o comportamento de estruturas de aco em elevadas temperaturas.
No entanto, ha poucos estudos que focam diretamente o comportamento individuais das
barras de um trelica sujeita a elevadas temperaturas.

Portanto, nesse trabalho seréd empregado modelos fenomenologicos com a finalidade
de descrever o comportamento individual de cada barra de uma estrutura de trelica espacial
sujeita a elevadas temperaturas. Os modelos fenomenolégicos fornecem uma abordagem
simples e eficiente para simular o comportamento inelastico histerético de elementos
uniaxiais. Devido & sua eficiéncia computacional, esses modelos sao particularmente tteis
para analisar grandes estrutura com grande quantidade de elementos. No entanto, estes
modelos dependem de dados experimentais representativos e podem nao ser apropriados
para prever o comportamento fora da faixa de pardmetros experimentais usados para
calibragao do modelo.

Neste trabalho, devido a falta de modelos fenomenologicos para elementos carregados
uniaxialmente sujeitos a elevadas temperaturas, sera utilizado um modelo que segue regras
histeréticas calibradas para dados experimentais em temperatura ambiente. Ao modelo
serao adicionados os efeitos térmicos (degradacao material e expansao térmica) de acordo
com os critérios do EN 1993-1-2 (2005). Dessa forma, o presente trabalho nao pretende
apresentar um modelo calibrado, mas ird propor um modelo de comportamento descrito
por equacoes simples, cujos coeficientes podem ser alterados posteriormente por dados

calibrados resultantes de ensaios experimentais de membros sujeitos & carregamentos



1.2 Objetivos 3

térmicos.

1.2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um algoritmo para
analise nao linear termoestrutural simplificada em regime de grandes deslocamentos
e pequenas deformagoes de trelicas espaciais, associado a um modelo fenomenologico
inelastico histerético.

Dentro desse contexto, sao destacados os seguintes objetivos especificos:

Aplicar formulagao de elementos finitos posicional de trelica tridimensional;

Incorporar o método de controle de comprimento de arco com restri¢ao por hiperplano

fixo a fase incremental do método de Newton-Raphson;

Inserir no cédigo de analise estrutural a deformacao térmica e a degradacao da

resisténcia e rigidez do material devido a elevadas temperaturas;

Codificar algoritmo do modelo fenomenolégico e incorporar ao algoritmo de anélise

termoestrutural.

1.3 Justificativa

Quando uma estrutura de ago é exposta ao fogo, as temperaturas do ago aumentam e
a resisténcia e rigidez sao reduzidas, levando a possiveis deformacoes e rupturas, dependendo
das cargas aplicadas e das condi¢oes de suporte. O aumento da temperatura do ago depende
da gravidade do incéndio, da area do aco exposta ao fogo e da quantidade de protecao
contra incéndio aplicada. Estruturas de ago desprotegidas tendem a ter um desempenho
insatisfatorio em incéndios em comparacao com concreto armado ou estruturas robustas
de madeira. Isso é devido aos membros de ago serem, geralmente, muito mais finos e o aco
possuir condutividade térmica mais alta do que a maioria dos outros materiais.

E importante destacar ainda que a analise de estruturas em situacao de incéndio
comumente envolve grandes deslocamentos, apresentando um comportamento intrinse-
camente nao linear geométrico. Isto posto, neste trabalho é empregado o método dos
elementos finitos posicional (CODA, 2003) que tem como caracteristica principal ser de
natureza nao linear geometricamente exata.

Muitos autores desenvolveram trabalhos avancados sobre estruturas de ago em
situacao de incéndio utilizando elementos finitos, alcan¢cando bons resultados. No entanto,
de acordo com Yang et al. (2008), as curvas carga-deflexdo obtidas na maior parte dos
estudos numéricos utilizando métodos avangados nao foram além dos pontos limites. Isso

pode ser devido, em parte, a auséncia de métodos adequados para tratar instabilidades
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numeéricas que surgem em torno de pontos limites e, em parte, a falta de conhecimento
do comportamento estrutural apos pontos limites. Portanto, um das formas de tragar o
caminho de equilibrio completo de um elemento durante analise é através dos métodos
de continuacao, como o método de controle por comprimento de arco, utilizado neste
trabalho.

Para estruturas de trelicas espaciais, o fogo apresenta uma das condigoes de projeto
mais severas, pois as propriedades mecanicas do ago se degradam com o aumento da
temperatura. E importante que o comportamento destas estruturas em altas temperaturas
seja totalmente compreendido e que métodos confiaveis estejam disponiveis para calcular
suas resisténcias. Para que um modelo computacional se aproxime do comportamento
observado na préatica ele deve contemplar diversos efeitos, como plastificacao e acimulo de
deformagoes plasticas, flambagem e flambagem ineléstica, carregamentos, descarregamentos
e recarregamentos aleatorios, degradacao da resisténcia e rigidez do material devido a
elevadas temperaturas. Visto isso, foi empregado nesse estudo um modelo fenomenolégico
histerético para descrever o comportamento individual de cada barra da estrutura, o qual

representa de forma aproximada todos os comportamentos estruturais citados.
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Revisao Teobrica

2.1 Analise nao linear geométrica via elementos finitos

posicional

A utilizacao de métodos computacionais na analise estrutural esta diretamente
relacionada com o advento da computacao. Inicialmente, o método das Diferencas Finitas
se destacou. No entanto, com o tempo, o Método dos Elementos Finitos, cujo nome
foi cunhado em Clough (1960), se sobressaiu como alternativa viavel e mais versatil
para resolu¢do de problemas estruturais (BATHE, 2014). Com o desenvolvimento da
computacao, o método de elementos finitos também foi evoluindo, sendo difundido nas
mais diversas adreas do conhecimento.

Desde entao, o MEF se difundiu amplamente, passando a ser universalmente
utilizado e proporcionando resultados satisfatorios nas mais diversas areas do conhecimento.
Apesar de existirem outras técnicas para analises estruturais, o MEF é mais utilizado para
esse fim (SANCHES, 2011). Entre os trabalhos que colaboraram na evolugao do MEF
para anélise de estruturas em regimes de grandes deslocamentos, é possivel citar, por
exemplo: Belytschko, Schwer e Klein (1977), Argyris, Dunne e Scharpf (1978), Argyris
(1999), Bathe, Ramm e Wison (1975), Crisfield (1991), Ogden (1997), Holzapfel (2000)
e Bonet e Wood (2008). Dentre as formulagoes desenvolvidas, se destaca a formulagao
co-rotacional, sendo uma das mais aplicadas atualmente.

Para correta anélise de estruturas que apresentam grandes deslocamento é necesséario
a analise nao linear geométrica. Para este fim, foram desenvolvidas formulagoes Langreanas
para o MEF, como por exemplo Mondkar e Powell (1977), Gadala, Dokainish e Orava
(1984), Peterson e Petersson (1985) e Schulz e Filippou (1990).

Bonet et al. (2000) e Coda (2003) introduziram uma formulacao posicional do MEF
que utiliza descricao Lagrangiana para analise nao linear de estruturas. O nome do método

deriva do fato de utilizar como parametros nodais as posi¢oes dos nés a partir de um eixo

5
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de coordenadas fixo, ao invés de tradicionais deslocamentos como parametros nodais. A
formulacao do MEFP além de ser de facil entendimento, proporcionando ainda resultados
precisos.

O desenvolvimento do MEFP é feito a partir da determinacao do tensor mudanca
de configuragao (F'), que descreve a configuracao atual (ou de equilibrio), em fungao de
um dominio fixo, caracterizado pela configuracao inicial (indeformada). Por empregar
como referéncia a configuragao inicial, o método é classificado como Lagrangiano total.

A nao linearidade geométrica é intrinseca ao método posicional, pois nao sao
impostas quaisquer simplificagoes relativas & ordem de grandeza dos deslocamentos e
rotagoes sofridos pelo corpo na definicao de F'. Isso se deve ao emprego da medida de
deformacao de Green que é uma medida de deformacao objetiva e adequada para a solucao
de problemas envolvendo grandes deslocamentos e rotagoes. O conjugado energético da
deformacao de Green é o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (OGDEN,
1997).

A solugao aproximada dos elementos finitos posicionais é constituida por uma
interpolacao das posi¢oes nodais através de polinémios de Lagrange. O principio da
energia potencial total estacionéria é utilizado para a determinacao dessas posi¢oes nodais.
Um sistema nao linear de equagoes é configurado ao estabelecer a nulidade da primeira
variagdo do funcional de energia potencial total (HOLZAPFEL, 2000). A solugao desse
sistema nao linear pode ser obtida por meio de uma técnica baseada no método de Newton-
Raphson (KRENK, 2009). Uma descrigao mais detalhada a respeito do MEFP pode ser
encontrada em Coda (2018).

A potencialidade do MEFP foi comprovada em véarios trabalhos, dos quais é possivel
citar: Coda e Greco (2004) no qual o MEFP é utilizado para andlise estatica de porticos
bidimensionais sujeitos a grandes deslocamentos. Em Greco e Coda (2006a) o MEFP
foi empregado em analise de treligas elastoplasticas. Ja em Greco e Coda (2006a), foi
realizada anélise dindmica em porticos planos.

Em Coda (2006) foram empregados elementos solidos em anélises nao lineares
estaticas e dinamicas considerando o problema de impacto. Sanches (2006) acoplou
formulacoes com referenciais Lagrangianos e Eulerianos com a finalidade de analisar a
interacao fluido-estrutura em problemas bidimensionais considerando a dinamica de fluidos
compressiveis e elementos finitos posicionais.

Pascon (2008) implementou modelos constitutivos hiperelasticos nao lineares para
elementos de casca nao linear geométrico; Minski (2008) analisou o impacto bidimensional
entre estruturas aneladas e anteparo rigido; Maciel (2008)realizou anélise nao linear
geométrica dinamica de poérticos e so6lidos tridimensionais considerando plasticidade;
Carrazedo e Coda (2010) estudaram impacto entre estruturas constituidas de material
elastoplastico considerando efeitos térmicos.

Rigobello (2011) desenvolveu formulac¢ao para analises termoestruturais de estru-
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turas de aco utilizando elementos finitos posicional. Neste trabalho, através de analises
térmicas transientes foram determinados campos de temperatura nas se¢oes transversais do
elementos estruturais sujeitos a fogo utilizando elementos finitos de pértico tridimensionais

e critério tridimensional de plasticidade.

Pascon (2012) utilizou elementos soélidos hiperelasticos para implementar modelos
constitutivos hiperelastopléasticos com gradacgao funcional em regime de grandes desloca-
mentos e elevadas deformagoes. Em Pascon J.; Coda (21-38) foi desenvolvida uma aplicagao
para analise de materiais elastoplasticos homogéneos via elementos finitos tetraédricos de
alta ordem. No trabalho de Sanches e Coda (2017) foi apresentada uma metodologia de
elementos finitos de bidimensional para lidar com sistemas dindmicos multicorpos flexiveis,

aplicados em anélises de colapso progressivo.

Ja Kzam (2016), estudou efeitos de instabilidade em elementos de barra simples,
casca e barra geral empregando método arc-length e através da decomposicao da matriz
hessiana e calculo de autovalores e autovetores pode determinar os modos de falha da
estrutura. Felipe (2019) utilizou o MEFP para anéalise de colapso progressivo de estruturas
de treligas em analises nao lineares estética e dindmica. Carvalho (2019) analisou problemas
bidimensionais utilizando diferentes modelos constitutivos, como elasto-pléstico, visco-

plastico, visco-elastico e visco-elasto-plastico.

2.2 Meétodo de continuacao

A resolucao de problemas estruturais com elementos finitos nao lineares envolve
invariavelmente a solucao de um sistema de equagoes algébricas nao-lineares. Acompa-
nhando as pesquisas relativas as formulagoes de elementos finitos nao lineares, muitos
trabalhos tém sido desenvolvidos com o objetivo de determinar a melhor estratégia para

se processar a solucao nao linear.

A consideracao de nao linearidades fisicas ou geométricas tornam complexa a
resposta estrutural frente aos esforgos aplicados. Apenas alguns problemas nao lineares
permitem solugao direta e, na maioria das vezes, uma estratégia iterativa deve ser usada.
Os chamados métodos de continuacao, sao técnicas que visam descrever caminhos de
equilibrio complexos, contornado pontos associados ao ganho e & perda de rigidez do

sistema, pontos limites de carga (snap through) e de deslocamento (snap back).

Uma estratégia iterativa simples para resolucao de sistemas nao lineares é o método
de Newton—Raphson. Esse método iterativo se torna eficiente para mecéanica das estruturas

quando associados a técnicas incrementais.
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2.2.1 Newton-Raphson

No método de Newton-Raphson convencional, cada etapa da solugao iterativa
requer a soluc¢ao de um conjunto linearizado de equacgoes. Isso pode envolver um esforco
computacional muito alto e, portanto, versoes modificadas, nas quais as equacoes nao sao
reformuladas em cada etapa, podem ser uma alternativa.

De Borst et al. (2012) destaca trés variagoes do método de Newton-Raphson em
relacao a atualizagao da matriz de rigidez tangente: Newton Raphson convencional, como
citado acima, no qual a matriz de rigidez da estrutura é atualizada a cada iteracao; Newton-
Raphson modificado, no qual a matriz de rigidez é atualizada apenas a cada incremento de
carga e Newton Raphson Rigidez Inicial, em que a matriz de rigidez ¢ calculada somente
no inicio da analise se mantendo constante durante todo o processo restante. Os dois
altimos sao menos custosos computacionalmente do que o método de Newton-Raphson
convencional, no entanto, dependendo do problema, o ganho computacional pode ser

suprimido pela convergéncia mais lenta (OGDEN, 1997).

2.2.2 Meétodos incrementais-iterativos

Para processos puramente estaticos, o tempo nao desempenha nenhum papel. No
entanto, no lugar do tempo é necessario outro parametro para ordenar a sequéncia de
eventos. Uma forma de simular o efeito tempo é aplicar a carga externa em uma série de
etapas de carregamento (incrementos de carga). A cada incremento de carga é estabelecido
um sistema de equagoes nao lineares que deve ser resolvido iterativamente por Newton-
Raphson mantendo o parametro carga constante. Como marco inicial no desenvolvimento
do método de NR por controle de carregamento para solugao nao linear, é necessario
destacar Argyris (1965).

No entanto, a abordagem de controle de carga fornece uma resposta imprecisa
proxima de pontos limites e também sofre de dificuldades de convergéncia quando a matriz
de rigidez tangente se torna mal condicionada devido a perda de capacidade de carga
(AL-AUKAILY; SCOTT, 2018). Em vez de manter o vetor de carga fixa como restrigao,
foi descoberto que é vantajoso manter um deslocamento especifico como restricao. Esta
técnica de incremento de deslocamento teve sua origem em Argyris (1965) e modificagoes
subsequentes foram feitas por Pian e Tong (1971). Importantes contribui¢oes nesta area
foram feitas por Batoz e Dhatt (1979) e subsequentes generalizagoes neste método foram
feitas por Powell e Simons (1981a) e Simons, Bergan e Nygard (1984). Zienkiewicz (1971)
e Crisfield (1981) apresentaram uma modificagdo no método de Newton-Raphson, fazendo
com que a matriz de rigidez s6 fosse atualizada a cada passo de carga.

O incremento do vetor de deslocamento como um todo ao invés de um componente
de deslocamento especifico deu origem ao conceito dos métodos chamados comprimento de

arco. Nestes, um parametro conhecido como comprimento de arco ¢ usado como restrigao
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para limitar os passos de deslocamento e carga simultaneamente, e fazer como que os
incrementos retornem para o caminho de equilibrio da estrutura. Dentre os métodos
citados acima, os métodos de comprimento de arco provaram ser mais poderosos, pois

podem lidar com todos os problemas complexos que surgem no rastreamento do caminho
de deflexao de carga (KRISHNAMOORTHY; RAMESH; DINESH, 1996).

2.2.3 Meétodo do comprimento de arco

Pioneiros no método do comprimento de arco, Riks (1979) e Wempner (1979)
propuseram uma equagao de restricao ao incremento carga deslocamento na forma um
hiperplano normal ao incremento carga-deslocamento tangente do caminho de equilibrio.
Uma contribuigao importante é atribuida a Crisfield (1981) e Crisfield (1983) que sugeriu
o uso de uma equagao de restrigao de hiperesfera. Outra contribuigao notavel neste campo
¢ a de Fried (1984), que sugeriu o uso de uma equagao de restrigdo ortogonal a trajetoria.
Relevantes, também, no desenvolvimento do método do comprimento de arco sao os

trabalhos de Ramm (1981), Forde e Stiemer (1987) e Lam e Morley (1992).

Na pesquisa de Kouhia e Mikkola (1989) foi realizado um estudo para unificagao
dos métodos propostos por Wempner (1979), Riks (1979), Ramm (1981), Crisfield (1981)
e Fried (1984). Em Fafard e Massicotte (1993) ¢ apresentada a interpreta¢ao geométrica

do método do comprimento de arco.

O ponto principal do método do comprimento de arco consiste em os incrementos
de carga e deslocamento prescritos serem considerados como uma primeira estimativa,
sujeitos a ajuste pelo algoritmo durante o processo de iteragao, o que torna essa técnica
robustas e adequada para a selecao automética de incrementos. Portanto, a determinagao
correta do sinal do incremento inicial é dos um dos aspectos mais importantes para a

técnica.

Trabalhos como Crisfield (1981), Wagner e Wriggers (1988) e Clarke e Hancock
(1990) mostram que o sinal do determinante da matriz de rigidez tangente pode ser uma
medida precisa para determinagao do sinal do parametro inicial de carga. Em outra
definigao equivalente, Crisfield (1991) recomenda que o sinal do incremento inicial do
parametro de carga deve ser igual ao do incremento anterior. No entanto, de acordo com
Meek e Tan (1984), essa estratégia pode falhar em estruturas que apresentam multiplos

autovalores negativos.

Krenk (1995) e Krenk e Hededal (1995) sugerem que o sinal do incremento inicial
seja definido verificando o produto interno entre o deslocamento incremental obtido no
passo de carga anterior e o incremento de deslocamento corrente. Estudos desenvolvidos
por Feng, Peri¢ e Owen (1996), Feng, Perié¢ e Owen (1997) e por Neto e Feng (1999)

utilizam método semelhante.
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2.3 Analise Térmica

A engenharia de seguranca das estruturas em situacao de incéndio consiste em
avaliar os efeitos da agao térmica nas edificagoes, em associacao com o comportamento
estrutural previsto a temperatura ambiente e, como resultado projetar os elementos
estruturais destas edificagoes resistente as agoes provocadas por tal situacao.

Se comparada com a analise em temperatura ambiente, a analise do comportamento
das estruturas em situacao de incéndio, na maioria dos casos, ¢ muito mais complexa. Isso
se deve ao fato de que durante a analise alguns efeitos estruturais que sao intensificados
pelas altas temperaturas. A nao linearidade geométrica causada por grandes deformagoes,
a nao linearidade do material causada pelo amolecimento e o efeito da deformacao térmica
no calculo dos esfor¢ocs na barra devem ser levados em consideracao na analise. Em uma
analise de incéndio, também é de interesse o mecanismo de falha ou colapso progressivo de
estruturas sob cargas térmicas. Para tanto, um problema fundamental é analisar o ponto
limite ou comportamento pos-flambagem de uma estrutura pré-carregada sob aumento de
temperatura, ou uma estrutura pré-aquecida sob cargas crescentes.

Em elevadas temperaturas a situacao é bem diferente por diversos fatores. As acoes
em situacao de incéndio sao temperaturas, ou mais fundamentalmente, sao fluxos de calor,
resultantes da exposi¢ao da estrutura a gases quentes e radiagao. O aquecimento produz
expansao nos elementos estruturais e apos o fim do incéndio ou apoés trabalho do combate
ao incéndio, o resfriamento da estrutura produz retragao dos membros. Como os elementos
estruturais expandem com a elevagao da temperatura e como as partes da estrutura nao
sao aquecidas em taxas iguais, surgem tensoes diferenciais.

As normas que tratam tal assunto tém procurado simplificar e classificar os pro-
cedimentos de analise em niveis de complexidade crescente. As normas Eurocode 3 (EN
1993-1-2, 2005) e Eurocode 4 (EN 1994-1-2, 2005) estabelecem as seguintes alternativas

para verificagao dos elementos estruturais:

(a) Ensaios: nestes, os dados utilizados para posterior dimensionamento sdo obtidos
em ensaios em fornos sob condicao de incéndio-padrao, e contemplam apenas as
geometrias mais comuns de segoes transversais. Esses métodos também podem ser
utilizados para validacao da precisao dos outros métodos. O teste de resisténcia ao
fogo é geralmente caro e sujeito a certas restri¢oes fisicas. No entanto, a maioria
dos codigos de resisténcia ao fogo disponiveis em véarios paises foram derivados dos

resultados baseados em tais testes.

(b) Métodos simplificados de célculo: séo solugdes apropriadas para elementos estruturais
individuais, que permitem obtencao da elevacao da temperatura, de modo homogéneo,

em todo o elemento de interesse. Tendo por base hipéteses conservadoras, as solugoes
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sao atingidas por meio de simples equacoes analiticas. Como exemplo, podem ser
citados Yang, Lin e Leu (2008) e Yang et al. (2008).

(c) Métodos avangados de calculo: sao métodos em que os principios de engenharia sao
aplicados de forma realistica, considerando andlise térmica transiente (temperatura
varia no espago e no tempo), com condigoes de contorno dependentes do tempo
e com propriedades dos materiais dependentes da temperatura, o que atribui a
tal analise uma natureza consideravelmente nao linear. Idealmente, estes métodos
devem ser aplicaveis para qualquer curva de incéndio, uma vez conhecidas as pro-
priedades do material na faixa de temperaturas de interesse. Complementarmente,
processos avancados de analises de estruturas em situacao de incéndio devem simular
simultaneamente um modelo de andlise térmica (para distribui¢ao de temperatura)
e um modelo de analise mecanica (para comportamento estrutural). A maioria
dos modelos avangados é desenvolvida com base no Método dos Elementos Finitos
(MEF), como, por exemplo, Najjar e Burgess (1996), Iu e Chan (2004), Landesmann,
Batista e Alves (2005), Mesquita et al. (2005).

Em técnicas avancgas de modelagem de incéndios é empregada a fluido dindmica para
descrever o fluxo de calor em um ambiente. Em seguida, os dados obtidos sao utilizados
como condic¢oes de contorno para determinacao da variacao de temperatura ou a variagao
no campo de temperaturas nos elementos estruturais. A analise térmica no elemento pode
ser dividida entre o calor que flui por convec¢ao e radiagao vindo de fora do elemento e, a
transferéncia de calor por condugao no interior dos elementos estruturais.

Encontrada a distribuicao de temperaturas para determinado instante, é feita em
seguida a analise mecanica, que visa simular os deslocamentos, deformacoes e tensoes
internas na estrutura, considerando a perda de resisténcia e de rigidez do material estrutural
com o aumento de temperatura. Uma distribuicao nao uniforme das temperaturas tem
como consequéncia uma distribui¢cao nao uniforme das deformacgoes. Portanto, é necessario
desenvolver um modelo em elementos finitos que descreva a distribuicao de temperatura e
outro modelo para analise das variaveis mecéanicas.

A exposicao de uma estrutura a condigoes transientes de aquecimento leva a uma
transferéncia de calor dos gases quentes para a superficie dos elementos estruturais. Dentro
dos elementos, o calor é entao transmitido por conducao, governado pela lei tridimensional
de transferéncia de calor de Fourier.

A distribuicao da temperatura ao longo da secao da barra depende do grau de
isolamento e massividade da secao. A massividade é inversamente proporcional ao fator
de forma (P/A = perimetro/area) e ¢ o fator dominante na determinacao da temperatura
atingida nas segoes de aco sem protegoes (YARZA; CAVIA; PARKE, 1983).

Métodos numéricos foram desenvolvidos para simular o fluxo de calor unidimensional,

bidimensional ou tridimensional dentro do elemento de ago. No entanto, uma simplificagao
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conservadora seria considerar a temperatura uniforme na secao. Esta simplificacao é
baseada na alta difusividade térmica do a¢o (o= k/pc; onde k é a condutividade, p a
densidade e ¢ o calor especifico).

Trelicas espaciais, geralmente, sao compostas de secoes tubulares de ago. Estas
segoes apresentam um fator de forma alto e para P/A > 300 m~!, a temperatura do
aco pode ser considerada igual & temperatura dos gases quentes. Neste caso, nao seria
necessério levar em consideragao o problema de transferéncia de calor (YARZA; CAVIA;
PARKE, 1983).

As curvas carga-deflexao obtidas na maior parte dos estudos numéricos utilizando
métodos avancados de céalculo de estruturas carregadas termicamente raramente foram
além dos pontos limites (YANG et al., 2008). Isso pode ser devido, em parte, a auséncia de
métodos adequados para tratar instabilidades numéricas que surgem em torno de pontos
limites e, em parte, a falta de conhecimento do comportamento estrutural apos pontos
limites. Visto isso, surge a necessidade de rastrear o comportamento pos-flambagem de
estruturas sob cargas térmicas. Para isso, para um primeiro esfor¢o pode ser analisado
o comportamento nao linear das trelicas, para as quais o comportamento eléstico pos-
flambagem é bem compreendido, por exemplo, pode ser citado o trabalho de Pecknold,
Ghaboussi e Healey (1985).

Trelicas espaciais sao normalmente indeterminadas estaticamente e, por consequén-
cia, o colapso global da estrutural é, em geral, provocado pela falha sequencial dos membros.
Em trelicas com conexoes rotuladas, os membros sao carregados axialmente e a falha
pode ocorrer devido a plastificacao a tragao ou flambagem & compressao. Na pratica,
a maioria dos sistemas de trelica usa secoes esbeltas, o que caracteriza flambagem de
natureza plastica. Tal instabilidade no membro causa uma perda repentina da capacidade
de carga do elemento.

A perda geral de resisténcia dos membros estruturais devido ao aumento da tempe-
ratura e ao efeito de flambagem pléstica resulta em uma redistribuicao das forgas internas
dentro da estrutura. Se a estrutura for capaz de suportar esta redistribuicao, pode permitir
um aumento da temperatura e fornecer uma maior resisténcia ao fogo. No entanto, se a
redistribuicao fizer com que outros membros falhem, entao a falha pode ser progressiva
e a estrutura finalmente se tornard um mecanismo. Uma estrutura também pode ser

considerada inutilizavel, se houver deflexoes excessivas.

2.3.1 Revisao bibliografica

A seguir sao apresentados alguns trabalhos desenvolvidos no Brasil e no mundo,
relacionados com anélise estruturais em situagao de incéndio, tanto no contexto numérico
quanto experimental.

Franssen, Schleich e Cajot (1995), Franssen et al. (1996) avaliou as hipoteses do
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Eurocode 3 a respeito da carga critica de flambagem de elementos aquecidos carregados
axialmente. Modelos numéricos e experimentais foram gerados variando propriedades
geométricas e materiais. Um novo modelo foi proposto para calcular carga tltima ou
temperatura ultima. Usmani et al. (2001) apresentou descrigbes tedricas dos principais
fendbmenos que governam o comportamento de estruturas de porticos em situacao de
incéndio. Por meio da analise dos resultados de um trabalho experimental desenvolvido
em paralelo, o autor concluiu que sao as forcas e deslocamentos induzidos termicamente, e

nao a degradagao do material, que governam a resposta estrutural ao fogo.

Wang (2004) apresentou um estudo teorico do comportamento pos-flambagem de
colunas aquecidas carregadas axialmente com restricoes por membros estruturais adjacentes.
Em seu trabalho concluiu que a temperatura de falha de uma coluna comprimida aquecida
pode ser muito maior do que aquela que provocou a flambagem e quanto maior a esbeltez
da coluna, maior a diferenca entre as temperaturas de ruptura e a de flambagem. Caldas
(2008) expoe o desenvolvimento de modelos numéricos nao lineares para a analise térmica e
mecanica de estruturas de ago, concreto e mistas de aco e concreto em situacao de incéndio.
Ele utiliza elementos de viga tridimensional com plasticidade distribuida e elemento de
casca laminado com dano, para simular vigas e lajes, respectivamente, sujeitas a elevadas
variacoes térmicas.

Yang, Lin e Leu (2008) analisou o efeito térmico no comportamento pos-flambagem
de trelicas elédsticas e elastopléasticas. Nesse trabalho foi incluido o efeito térmico na
formulacao analitica que descreve pos-flambagem de elementos de trelica. Através de
um exemplo simples foram analisadas situacoes de temperatura constante, mas cargas
crescentes, e de cargas constantes, mas temperatura crescente. Ribeiro (2010) desenvolveu
codigo computacional para simulagao tridimensional do comportamento de elementos
estruturais em situacao de incéndio via MEF. Esse autor implementou e utilizou elementos
sOlidos para simular numericamente o comportamento nao linear de elementos estruturais
de aco e mistos em situagao de incéndio com o programa THERSYS.

Rigobello (2011) desenvolveu formulac¢ao para andlises termoestruturais de estru-
turas de aco aporticadas utilizando elementos de poértico nao linear 3-D para analise
estrutural, enquanto o problema térmico é tratado em regime transiente e tridimensional
por meio de elementos finitos. Alves, Barra e Rocha (2016) modelou computacionalmente
o comportamento termoelastopléstico acoplado em trelicas espaciais sob grandes desloca-
mentos e grandes deformagoes. Utilizou a equacao de transferéncia de calor e um modelo
constitutivo elastoplastico modificado para incluir a influéncia térmica. O método dos
elementos finitos é usado para determinar o campo de temperatura na secao transversal
das barras.

Ho, Chung e Wong (2011) estudou a performance estrutural e térmica de trelicas
de ago de grandes vaos. Através de estudo numérico de uma treliga espacial de 33,6 x 33,6

m, foi concluido que os efeitos de expansao térmica, mesmo para baixas termperaturas,
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provoca grandes forgas compressivas nos apoios restringidos. Zhou, Cardoso e Bahai (2019)
desenvolveu um novo modelo de material para anélise termo-mecénica de aco em situagao
de incéndio. O modelo material proposto combina endurecimento (hardening) isotropico-
cinematico desenvolvido para avaliar o comportamento de descarregamento-carregamento
do aco sujeito ao fogo, levando em consideragao o efeito Bauschinger e o comportamento

de endurecimento transiente.

2.4 Modelo Fenomenologico

Considerando a hipotese de grandes deslocamentos em analises nao lineares, , 0s
elementos de barra carregados axialmente podem estar sujeitos a suscetivos carregamentos,
descarregamentos e recarregamentos, tanto em tragao como compressao. Durante tais
carregamentos e descarregamentos, os limites de flambagem e plastificacao podem excedidos,
caracterizando comportamentos inelasticos para materiais elatoplasticos.

De acordo com Thai e Kim (2011), o uso de uma representagao correta de um
elemento de trelica é importante para obter uma resposta estrutural precisa, bem como,
para entender as caracteristicas de falha dos membros individuais e por consequéncia o
comportamento de colapso de toda a estrutura. Portanto, tais modelos devem simular efei-
tos de flambagem, pos-flambagem inelastica, plastificagao, carregamento, descarregamento
e recarregamento.

A analise estética nao linear ineléstica de treligas foi estudada extensivamente usando
varios modelos e métodos de analise nao linear, dentre eles podem ser citados Papadrakakis
(1983), Kondoh e Atluri (1985), Freitas e Ribeiro (1992), Murtha-Smith (1994), Saffari,
Fadaee e Tabatabaei (2008). A fim de representar de forma realista o comportamento
inelastico do material de estruturas de treli¢a, Hill, Blandford e Wang (1989) propds
um modelo empirico inelastico baseado m uma formulacao Lagrangiana linearizada e
atualizada a partir relacao tensao-deformacao resultante dos dados experimentais de Black,
Wenger e Popov (1980).

Segundo Thai e Kim (2011), utilizar uma equacdo empirica constitutiva para
representar o comportamento ineléstico do material traz o beneficio de a expressao poder
ser ajustada para uma variedade de historicos de carga e corresponder ao comportamento
experimentalmente observado. Além disso, é bastante simples de implementar em um
programa de analise de elementos finitos.

Blandford e Wang (1993) utilizaram o modelo de Hill et al. para analisar a falha
progressiva de trelicas de torres espaciais submetidas a véarias combinagoes de cargas.
Ramesh e Krishnamoorthy (1994) também usaram o modelo de Hill et al. na andlise de
pos-flambagem ineléstica de estruturas de trelica, no entanto, em vez de utilizar Newton-
Raphson, usaram um método de relaxamento dinamico para realizar os calculos iterativos

com a técnica do comprimento de arco variavel.
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Kassimali e Bidhendi (1988) usaram a formulagdo Euleriana para investigar a
estabilidade de uma trelica submetida a cargas dinamicas. Zhu, Al-Bermani e Kitipornchai
(1994) pesquisaram a resposta dinamica de treligas espaciais sujeitas & carregamentos
dindmicos, considerando nao linearidades geométricas e materiais. A nao linearidade
geomeétrica é considerada usando uma formulacao Lagrangiana atualizada, enquanto a nao

linearidade do material é capturada usando o modelo constitutivo de Ramberg-Osgood.

Thai e Kim (2009) utilizaram o método de controle de deslocamento generalizado em
vez do método de controle de comprimento de arco para analise de grandes deslocamentos
em regime inelastico de trelicas espaciais, empregando o modelo de Hill et al. Thai e
Kim (2011) apresentam uma andlise ndo linear inelastica dindmica de trelica espacial sob
cargas de terremoto, incluindo nao linearidades geométricas e materiais. A nao linearidade
geomeétrica é considerada com base em uma formulacao Lagrangiana atualizada, enquanto a
nao linearidade do material é capturada tracando uma relagao empirica tensao-deformagao
na faixa elastoplastica. O modelo de trelica apresentado é capaz de capturar varios modos de
falha da barra, como flambagem, escoamento, pés-flambagem ineléstica, descarregamento
e recarregamento. Um método de dimensionamento otimizado para trelicas espaciais
baseado em confiabilidade foi desenvolvido por Truong e Kim (2018), utilizando o modelo
constitutivo de Thai e Kim (2009).

No estudo de estruturas sujeitas a repetidos ciclos de carregamento e descarre-
gamento, como o de sismos, é comum serem utilizados modelos histeréticos, os quais
consideram o acimulo de deformagao plastica. Essa deformagao pode alterar as proprieda-
des de rigidez do material ao carregamento e descarregamento, tornando o comportamento
a tragao ou compressao variavel dependente do historico de deformacgoes. A resposta histe-
rética descreve a dissipagao da energia do carregamento devido as deformacoes inelasticas,
provocados pela sequéncia de carregamentos e descarregamentos.

Segundo Zheng e Fan (2019), em andlises histeréticas de membros carregados axial-
mente, podem ser encontrados muitos comportamentos complexos, como pos-flambagem
inelastica, degradacao da resisténcia a lambagem devido ao efeito Bauschinger, degradagao
da resisténcia ao escoamento e fratura devido a fadiga de baixo ciclo, os quais complicam a
previsao do comportamento geral do elemento. Portanto, para que um modelo seja preciso,
deve contemplar estes fendmenos.

Nas ultimas décadas, diversos estudos experimentais foram realizados sobre o
comportamento histerético de membros de ago carregados axialmente como elementos
de contraventamento, como Black, Wenger e Popov (1980), Tkeda, Mahin e Dermitzakis
(1984), Zayas, Popov e Mahin (1980), Shaback e Brown (2003), Tremblay, Archambault
e Filiatrault (2003), Goggins et al. (2006), Fell et al. (2009), Chen e Hu (2017). Esses
estudos revelaram a influéncia das geometrias transversais, indice de esbeltez, restri¢oes
de extremidade, protocolos de carregamento e conexoes na resposta ciclica de barras de

aco e forneceram uma base para o desenvolvimento de modelos analiticos como fontes de
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referéncia.

De acordo com Zheng, Fan e Long (2017), atualmente, diversos modelos foram de-
senvolvidos para prever o comportamento de histerese de elementos carregados axialmente.
Estes modelos podem ser divididos em trés métodos diferentes: modelos de discretizagao
espacial, modelos fisicos e modelos de fenomenolégicos.

Modelos de discretizacao espacial dividem os membros de ago em numerosos
elementos solidos ou de casca, e, normalmente utilizam softwares como Abaqus e ANSYS.
Esses modelos sao capazes de simular com precisao os comportamentos locais e globais e
podem prever com razoével exatidao a resposta ciclica inelastica e os pontos de falha. No
entanto, embora a tecnologia computacional vem sendo desenvolvida, problemas de larga
escala sao custosos computacionalmente para serem resolvidos por esta técnica. Podem
ser citados os seguintes trabalhos: Jin e El-Tawil (2003), Uriz, Filippou e Mahin (2008),
Krishnan (2010) e Eslamlou e Asgarian (2017).

O modelo fisico simplifica um elemento de barra como sendo dois membros elasticos
com extremidades rotulados e uma rétula plastica no meio do comprimento e, estabelece
uma relagao histerética entre forca axial e deslocamento para esse elemento com base em
seu comportamento fisico (POWELL; CHEN, 1986). Modelos fisicos foram desenvolvidos
por Remennikov e Walpole (1997), Jin e El-Tawil (2003) e Dicleli e Calik (2008), que
consideraram em seus modelos o chamado efeito crescimento, bem como a degradacao
da tensao critica de flambagem devido ao efeito Bauschinger. Li, Fahnestock e Li (2013)
utilizaram o modelo fisico de Dicleli e Calik (2008) para realizar uma andlise dindmica
histerética de barras de aco utilizadas em sistemas de contraventamento.

Como afirma Zheng e Fan (2019), a maioria dos modelos fisicos existentes preveem
com precisao o comportamento a tragao, mas sao imprecisos a compressao. Por exemplo,
o efeito piching resulta ligeiramente menor (DICLELI; CALIK, 2008) e, a carga de critica
de flambagem é superestimada (DAVARAN; FAR, 2009). Além disso, problemas de
convergéncia podem ocorrer durante a resolugao do sistema de equagoes nao lineares
(ZHENG; FAN, 2018).

Em contraposi¢ao, modelos fenomenologicos seguem regras histeréticas calibradas
com dados experimentais e analiticos, e podem descrever o comportamento histérico de
uma barra usando férmulas mateméticas simples. Por essa razao, sao computacionalmente
mais eficientes do que modelos de elementos finitos e modelos fisicos. Esta vantagem é
particularmente importante para a analise nao linear ou avaliacao do colapso de estruturas
de grande escala. Um contraponto de modelos fenomenologicos é o fato da precisao dos
resultados dependerem dos parametros de calibracao para cada situagao especifica.

Muitos estudos sobre esse modelo foram feitos na década de 80, como por exemplo,
Maison e Popov (1980), Ikeda, Mahin e Dermitzakis (1984), Fukuta et al. (1989). Mais
recentemente, em Kashani et al. (2014) e Kashani et al. (2015) foi proposto um modelo

fenomenologico histerético para vergalhoes de ago com e sem danos por corrosao. O modelo
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simula a flambagem do reforgo, a deterioracao da resisténcia a compressao pos-flambagem
devido ao historico de deformacoes e o efeito da fadiga de baixo ciclo na resposta a tensao.
Zheng e Fan (2019) desenvolveram um modelo histerético para barras de ago com se¢ao oca
utilizadas como contraventamento, considerando o efeito Bauschinger, o comportamento
pos-flambagem inelastico e a fadiga de baixo ciclo através da teoria do dano cumulativo

linear de Miner (Miner 1945) baseada em uma relagao Coffin-Manson (Manson 1965).






Capitulo 3

Mecanica dos so6lidos

3.1 Cinematica dos so6lidos deformaveis

A cinematica dos sélidos deforméveis descreve o movimento de um corpo em um
meio continuo sem levar em consideragao suas causas. O solido deformavel é definido como
o agrupamento de pontos materiais cujas grandezas: posicao, velocidade e aceleragao sao
expressas por meio de fungdes continuas (KZAM, 2016).

Fungoes continuas que descrevem as grandezas dos pontos materiais associam a
cada instante do movimento o lugar geométrico dos pontos sélidos descritos por meio de
suas coordenadas geométricas, em relacao a um referencial do espago. Nesse caso, o espaco
Euclidiano tridimensional.

De acordo com Holzapfel (2000), na Mecanica do Continuo ha duas abordagens
para descrever o movimento das particulas: a descricao Lagrangiana, também chamada de
referéncia material, e a descricao Euleriana ou referéncia espacial. A referéncia Lagrangi-
ana descreve o comportamento da particula material, considerando a posi¢ao inicial ou
indeformada do corpo. Ja na descricao Euleriana, o interesse estd em um ponto do espaco
e 0 que acontece neste ponto com o decorrer do tempo. Segundo Bonet e Wood (2008), a
formulacao Lagrangiana é mais adequada para quantificar as deformagoes que ocorrem nos
solidos deforméveis, portanto, serd o modo de representacao do movimento das particulas

utilizado neste trabalho.

3.1.1 Mudanga de configuragao

A grandeza posicao ou configuracao é um campo vetorial que associa pontos
materiais s suas respectivas posigoes ou coordenadas no espaco (HOLZAPFEL, 2000).
Esta associacao deve ser feita com relacao a um referencial. Neste trabalho, no instante
t = 0, as posicoes iniciais sao representadas através do vetor posic¢oes iniciais @ e no instante

t > 0, as posic¢oes sao representadas pelo vetor posicoes atuais y.

19
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Na Figura 3.1 é o mostrado o movimento genérico de um soélido deformavel.

Tempo=0

xl
Figura 3.1: Movimento genérico de um soélido deformével.

Fonte: Adaptado de Bonet e Wood (2008)

O corpo é tratado com um conjunto de particulas materiais descritas pelas coorde-
nadas & em rela¢do ao eixo cartesiano E?, na posigao inicial no ¢ = 0. Na posigao atual, no
tempo = t, as particula sao descritas pelas coordenadas y em relagao a uma base cartesiana
alternativa E!. O movimento entre as posi¢oes inicial e final da particula pode ser descrito

matematicamente pelo mapeamento ¢ conforme

Y =((,1). (3.1)

Para valores fixos de ¢ a equacao acima representa o mapeamento entre corpo
indeformado e deformado. Além disso, a equagdo (3.1) descreve o movimento ou a

trajetoria de uma particula & em funcao do tempo.

3.1.2 Gradiente da fungao deformacao

O gradiente da fungao deformacao F' é um parametro fundamental para anélise
de deformacoes finitas. E empregado em todas as equacdes que envolvam parametros
anteriores a deformagao e posteriores & deformacao (BONET; WOOD, 2008). Por exemplo,
sejam duas particulas QY e @)Y, vizinhas de uma particula material P° na configuragao
inicial, pertencentes a um solido que sofre deformagao (veja Figura 3.2). O gradiente
de deformacao permite descrever a posicao espacial relativa das duas particulas apos a

deformacao, em termos de suas posicoes materiais relativas.
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xz’yz

Tempo =0

Figura 3.2: Representacao do movimento genérico da vizinhanca de uma particula.

Fonte: Adaptado de Bonet e Wood (2008)

Nesse caso, as posigoes das particulas Q% e QY relativas a P? antes da deformagao,

sdo expressas pelo vetores elementais dz? e dz§ dados por

dx? = w%? - :1:?30; dax = zcoQg - :U(I)DO. (3.2)

Apos deformagao, as particulas materiais @Y, Q9 e P assumem posigoes espaciais

atuais, obtidas pela expressao (3.1) como
yp = C(xp,1); Yo = (@0, 1); Yoo = (T 0, 1); (3.3)
e os vetores elementares correspondentes, mostrados na Figura 3.2, sao expressos por

dy: = yqr —ypr = ((zpo + dx1,t) = ((po, t);

(3.4)
dya = yYoi — Ypr = ((zpo + dxs,t) = ((Tpo, ).
Dessa forma, o tensor gradiente de deformagao F' é definido por
a¢
F=—=v,( 3.5
o~ V=S (3.5)

onde o simbolo V|, representa o gradiente em relagao a configuragao material. O gradiente

de deformacao ¢ definido de forma indicial por

G

Fy=—2t.
J 8xj

(3.6)
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Os vetores elementares dy; e dy, podem obtidos a partir de dx; e dxs como
dy1 = Fd:cl, dyg = FdCL'Q (37)

O gradiente F' transforma vetores na configuragao inicial em vetores na configuragao

atual, por isso é definido como um tensor de segunda ordem.

3.1.3 Mudanga de volume

Um importante critério da mecanica do continuo ¢ a condi¢ao de impenetrabilidade.
Essa condicao estabelece que para o material nao penetrar em si mesmo e nao se aniquilar,
o0 jacobiano da transformacao, J = det(F'), devera ser positivo em qualquer ponto material.

O determinante de F' é uma funcao que transforma um volume V9 de um soélido na
configuracao inicial, em seu respectivo volume V! na configuracao atual. Considerando
um volume infinitesimal dV° na configuracao inicial, formado pelo produto dos trés
vetores unitarios ortogonais dxy, dx, e dxs, e o correspondente volume deformado dV'!
na configuracao atual, formado pelo produto dos vetores elementares dy;, dys e dys, a

transformacao para cada vetor é feita por

dyl = Fdil'}l = ﬁdl'l,
81’1

dyg = FdCUQ = ﬁdl‘g, (38)
8952

dy3 = Fdw3 = %dlﬂg
aZL'g

O produto triplo desses trés vetores elementares resulta no volume deformado

¢ ( o A
8ZE1 81’2 8x3

AVt =y - (y2 xys) = )dl’ld.rgdxg. (3.9)

A equagao (3.9) pode ser reescrita como a fungao mudanga de volume
dV' = det(F)dV° = JdV°. (3.10)

A condicao de impenetrabilidade, portanto, determina que

J=det(F) = d_V(l) > 0. (3.11)

av
No caso de analise de so6lidos unidimensionais, onde a dimensao de interesse é
apenas o comprimento, a area transversal pode ser considerada constante antes e apos
deformacao. Nessa situacao, apenas a dimensao de comprimento é variavel. Dessa forma,

o gradiente F' transforma um vetor de comprimento dl° na configuracao inicial, em um
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vetor dI' na configuracao atual, do seguinte modo

0
dl' = Fdl° = —Cdlo. (3.12)
ol
Para solidos unidimensionais, no qual a area é considerada constante, a condicao
de impenetrabilidade se resume em
dit

F = det(F) = =5 > 0. (3.13)

3.1.4 Mudanca de area

Seja um elemento de area da’ = da’®n® na configuracao indeformada, que apos
deformacao ¢ transformado em da'! = da'n', sendo n® e n! vetores unitarios ortogonais
a da® e da', respectivamente, como ilustra a Figura (3.3). Considerando, também, um
vetor dI® que apos deformacgao é transformado no vetor dl'. O produto escalar de dI* e

da® forma o volume dV°, que é expresso na configuracao inicial e atual por

AV = dl° - da®;

(3.14)
AV =dl*-da’.

X3Y3 LT

xl’yl
x2’y2

Figura 3.3: Transformacao de érea.

Fonte: Adaptado de Bonet e Wood (2008).

Desenvolvendo a equagao (3.14) em termos do gradiente F' e do Jacobiano J, tem
que

Jdl" - da® = (Fdl°) - da', (3.15)
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0 que permite escrever a transformagao de area da configuracao inicial para atual como

da'* = JF " .da®. (3.16)

3.1.5 Decomposicao polar

Segundo Bonet e Wood (2008), a decomposigao polar define o tensor gradiente F
como produto entre o tensor de rotacao R e o tensor de alongamento U, sendo definido
por

F=RU (3.17)

onde U é chamado de tensor de alongamento a direita (ou material), o qual mede a
deformacgao pura de um corpo. O tensor U é definido em relacao a configuracao inicial e é
simétrico, ou seja, U =UT.

O tensor R é chamado de tensor de rotacao, o qual mede a rotagao local de
um corpo, ou seja, mede os movimentos de rotagao sem que haja mudanca de forma
propriamente dita, portanto, det(R) = 1. Uma propriedade relevante do tensor de rotagao
¢ sua ortogonalidade, isto ¢, RTR = I, onde I é a matriz identidade.

Uma rotacao de corpo rigido em torno de uma origem fixa ocorre, somente se, U = I,
dessa forma, F' = R. Como resultado, cada elemento de linha material (configuragao
inicial) da é rotacionado em um tnico elemento de linha espacial (configuragao atual)
dy (e vice versa). Por outro lado, se R = I, a deformagao é denominada chamada de

alongamento puro, dessa forma, F' =U.

3.1.6 Medidas de deformacao

Uma medida de deformacao é um pardmetro que possibilita medir a alteragao
de forma, resultante da mudancga da configuragao inicial para atual. Tal medida deve
ser objetiva, isto €, independente de movimentos de corpo rigido ou da escolha de eixos
adotada.

Pode ser definida uma medida geral deformagao da seguinte forma: considerando a
alteracao no produto escalar dos dois vetores dx; e dxy, a medida que se deformam em
dy, e dy,, como mostrado na Figura 3.2. Essa alteragao implica tanto em alongamento,
ou seja, mudancga no comprimento, quanto na mudanca do dngulo formado entre os dois
vetores. Retomando a equagao (3.7), o produto escalar na configuracao atual dy; - dys,

pode ser obtido em termos dos vetores na configuracao inicial dy; - dys, por
dyl . dyg = da:l . Cda’,'27 (318)

onde C' ¢é o alongamento a direita de Cauchy-Green, expresso em termos do gradiente de



3.2 Equilibrio 25

deformagao F' por
C=F"F. (3.19)

Na equagao (3.19) é possivel notar que o tensor C opera com os vetores na
configuragao inicial dx, e dx, e, portanto, é classificado como uma medida Lagrangiana.

Pela decomposigao polar, o alongamento a direita de Cauchy-Green pode ser escrito
como

C = (RU)T(RU)=U"RTRU =UIU =UU =U?, (3.20)

ou seja, o tensor C' é funcao apenas da parcela de alongamento puro de F'. Pela equagao
(3.20), também, é possivel comprovar que em movimentos de corpo rigido, onde nao
ocorrem deformagoes, o tensor C' é igual a identidade I, isto é, C' =1

Do tensor alongamento a direita de Cauchy-Green deriva outra medida deformacao
conveniente, a deformagao de Green-Lagrange E. Com essa medida de deformagao, a
mudancga no produto escalar dos vetores, entre a configuracgao inicial e configuracao atual,

pode ser obtida em termos dos vetores iniciais dx; e dxs. Essa mudancga é expressa por
1
5 (dy1 . dy2 - diBl . dwz) = dml . Edmg, (321)

onde o F é escrito como .
E = 5(C—I) =(F'F-1I). (3.22)

O tensor F resulta no tensor nulo quando o s6lido é submetido & apenas movimento
de corpo rigido, por esse motivo, é chamado de normalizado. Outra particularidade do
tensor E comprovavel, é que a medida que F' se aproxima da identidade, a deformagao de

Green se aproxima da classica deformagao de engenharia e.

3.2 Equilibrio

Embora, neste trabalho trabalho seja empregado a descricao Lagrangiana total
para formulagao, seré seguido a formulacdo apresentada em Coda (2018). Inicialmente as
equagoes de equilibrio serao descritas em sua configuracao Euleriana, e, em seguida, serao
obtidas suas configuragoes Lagrangianas, através da utilizagao das equagoes de mudanca
de volume e de area. Essa abordagem se justifica pela relacao direta entre estado de

equilibrio de um corpo e sua configuracao atual.

3.2.1 Tensor de Cauchy

3.2.1.1 Definicao geral de estado de tensao em um ponto

Seja um corpo 2! deformével em sua configuragao atual equilibrada, como mostrado

na Figura 3.4, sujeito a um conjunto de forcas concentradas e distribuidas em sua superficie.
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Ao ser submetido a um corte imaginério, separando o corpo em duas partes conforme
Figura 3.4, na parte a direita do corte deve aparecer uma distribuicao de forcas por unidade
de superficie, chamada tensao, de modo a garantir o equilibrio do corpo. Nota-se, pela
terceira Lei de Newton, que na parte a esquerda, deve surgir uma distribuicao de forcas de

mesma intensidade e direcao, porém de sentido oposto.

Figura 3.4: Corpo em equilibrio.

Fonte: Adaptado de Carvalho (2019)

Se ao invés de um tunico corte, o corpo for submetido a seis cortes, paralelos dois a
dois, ortogonais ao eixos coordenados e com distancias infinitesimais entre si, de forma
a separar do corpo um cubo infinitesimal em equilibrio, como mostrado na Figura 3.5,
as faces do cubo estarao sujeitas a tensoes de entrada ou saida, que pelo principio de
agao e reagao, possuem o mesmo valor. Estas tensoes podem ser decompostas em trés
componentes, representadas por o;;, onde o indice i é referente ao plano onde atua e o
indice j indica dire¢cao da componente.

o
X2‘ &

747
o
23 -
i 3 | ’?/ 011

1
d.xZ / 0-31 1 7’){7}

21
0;
3
0'33 /dx_;

X3 = dx]%—

Figura 3.5: Componentes de tensao e conversao de sinais.

Fonte: Carvalho (2019)

As componentes ortogonais aos planos sao chamadas de tensoes normais, recebendo
sinal positivo quando representam tracao e sinal negativo para compressao. Além disso,
as componentes com dire¢ao tangente ao plano que atuam sao chamadas de tensoes de

cisalhamento e sua convenc¢ao de sinais ¢ igual a convencao de forca cortante adotada para
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barras gerais. O estado de tensao exposto pode ser organizado convenientemente de modo

tensorial, denominado tensor de tensoes de Cauchy, expresso por

Oz Ua:y Ogz 011 012 013
Oij = | Oyz Oyy Oyz|=|021 022 023
Ozz Ozy Oz 031 032 033

Pelo equilibrio de momentos do cubo infinitesimal, é comprovado o teorema de
Cauchy, o qual determina a simetria do tensor de tensoes de Cauchy, isto ¢, o = o7

A tensao de Cauchy é uma medida de tensao descrita na configuracao atual e, é
também, denominada de tensao real, pois possui representacao fisica explicita, a tradicional
relagao forga por unidade de érea, utilizada em andlises lineares (BONET; WOOD, 2008).

3.2.2 Equilibrio Euleriano

O elemento infinitesimal da Figura 3.5 representava um tnico ponto no corpo e sua
apresentacao serviu para a definicao das componentes de tensao. Agora, considerando a
primeira e segunda leis de Newton para descrever o equilibrio e o movimento do infinitésimo
de volume escrito em tensoes, o infinitésimo é entendido como uma porcao do continuo
que possibilita visualizar a variagao de qualquer grandeza no interior do dominio. Nessa
abordagem interessam as variacoes das componentes de tensao de Cauchy no interior do
continuo, além das forcas de volume.

No infinitésimo as tensoes se alteram de valor no continuo segundo as diregoes
cartesianas que indicam sua variagao infinitesimal do plano de entrada para o plano
de saida. A aceleracao sofrida pelo infinitésimo é proporcional a resultante de forcas e
inversamente proporcional a sua massa, dada por pdxridrsdrs, onde p é a massa especifica.
Imaginando este elemento infinitesimal livre do continuo que o circunda, porém submetido
as tensoes por este geradas, podem ser escritas trés equacoes de equilibrio de translacao e
trés equacoes de equilibrio em rotacao, uma vez que, a aceleragao angular do infinitésimo
¢ inversamente proporcional & sua inércia de rotacao e proporcional & resultante de torque.

Analisando o equilibrio, enquanto em uma face do cubo infinitesimal atua a compo-
%Zj dy; ¢ a variacao
infinitesimal de tensao que ocorre ao longo do cubo. Pela segunda lei de Newton, para

~ . a ..
nente 0;;, na face oposta atua a tensao escrita como 05 + %dyi, onde
1

todas as forcas infinitesimais na diregao x; (veja Figura 3.6), a equagao de equilibrio fica

escrita como

(0'11 + 80'11 d[L‘l) d$2d173 + (0’21 + 80-21
Ox 0

1

dl’g) d[L‘ldl'g + (0'31 + ?dl’g) d]fldfbg-f-
X

T2 3

(3.23)
bldl’ldl’gdxg = O'degdl’g + O'31d(lf1dl’2 + O'Qldl'ldxg + pyldl’ldlljgdxg.

onde by representa a forca de volume na direcao 1.
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_ /xz

o, dx,dxy

........

Figura 3.6: Variacoes das tensoes e equilibrio na direcao 1.

Fonte: Coda (2018)

Excluindo os termos que se anulam e retomando que dV = dx;dxydxs, a equagao

(3.23) resulta em

80’11 60’21 @0’31 ) .
b1 | dV = pij1dV. 3.24
( 8:1:'1 81'2 81’3 o P ( )
Eliminando o volume dV/,
80'11 80'21 80’31 ) .
b ] = 3.25
( o omy T Owy H01) =P (3.25)

e fazendo as mesmas operacgoes paras as direcoes x5 e x3 resultam as seguintes equagoes

de equilibrio,

OJo1a 009y Oosg ) ..
= -2
( 31:1 81’2 81’3 i 62 Y2, (3 6)
OJoy3 0093  Oosg ) .
= . 2
( 81:1 81’2 81’3 i 63 PYs (3 7)

Portanto, em notacao indicial, a chamada equacao diferencial de equilibrio local
(ou de movimento) que representa matematicamente o equilibrio euleriano local ou no
ponto continuo, é expressa como

Tjij = bi = pYi- (3.28)

Em notacao dyadica, a equacao diferencial de equilibrio local euleriano pode ser
escrita como

Viy-o+b=pij, (3.29)

em que b representa a forga de volume ao longo do elemento infinitesimal; V), ¢ o divergente
do tensor de tensoes em relagao a configuragao atual. Integrando a equagao (3.29) em
relacao ao dominio 0!, é obtido a expressao

f V- odV! + f bdV = [ pijdV! (3.30)
0O Ol 0L
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Em seguida, é aplicado & primeira parcela da equagao (3.30) o Teorema de Gauss,
o qual relaciona a integral do divergente de uma func¢ao no volume de um corpo com a
integral do produto interno desta fungao com o versor normal & superficie do corpo. Assim,

a equagao (3.30) resulta em

o ndd! + fQ bav! = fQ pigdV, (3.31)

1"1

onde I'! é area superficial do dominio 2!, n é o versor normal & superficie do corpo 2'. O
termo o -mn pode ser entendido como uma forca de superficie, sendo representado por p.

Dessa forma, a equagao (3.31) resulta na equagao de equilibrio global Euleriano, expressa

f pda' + f bdV! = f pijdv. (3.32)
It 0l Ql

Segundo Coda (2018), em anélises estaticas, o lado direito da equagao (3.32) é nulo,

por

sendo expressa por

1 1 _
frlpda +fm bdV! = 0. (3.33)

Durante o processo de solucao em que o equilibrio do sistema ainda nao tenha sido

atingido, a equagao (3.33) define a forga residual R como

R- f pda + f bdV". (3.34)
rt ol

3.2.3 Equilibrio Lagrangiano

Aplicando as formulas de variagdo de volume (3.10) e variagao de area (3.16) na

equagao de equilibrio estatico Euleriano (3.33), é obtida a expressao
f JbdVO + f (JoF1)-n’da’ = 0 (3.35)
0o To

onde dAY e dV0 sdo a area e o volume na configuracao inicial; I'C é a area superficial
do dominio 2°. As forgas de volume b sao consideradas conservativas, isso implica que
b = Jb. Neste ponto, é definido o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff P de primeira
espécie como

P=JF 7o (3.36)

O tensor P possui unidade de tensao, pois, o Jacobiano .J e o inverso do gradiente

F sao adimensionais. A equagao (3.35) pode ser reescrita em termos do tensor P como
JBOdVO + f P00 = 0. (3.37)
0o 170

A equagao (3.37) expressa o equilibrio global Lagrangiano. Aplicando o Teorema

de Gauss a esta equacao e considerando a arbitrariedade do volume, resulta na equacao de
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equilibrio local Lagrangiano, como
Vig - PT+b° =0 (3.38)

onde V|, indica o divergente do tensor em relagao a configuracao inicial.

3.2.4 Equilibrio Lagrangiano por abordagem energética

Seguindo a formulagao apresentada por Coda (2018), a abordagem energética é
utilizada para obtencao do equilibrio do sistema. Nessa abordagem, o funcional da energia

mecanica total é escrito como
II = Hdef + g + HCiTL? (339)

em que Ilgzr ¢ a energia de deformacao, Il.,; ¢ a energia potencial das forgas externas e
I1.;, é energia cinética. De acordo o principio da estacionaridade da energia mecanica

total, o sistema esta em equilibrio quando a primeira variacao do funcional é nula, ou seja,
oIl = 5Hdef + 5Hea:t + (5Hcm =0 (340)

Em analises estaticas, a parcela da energia cinética é nula, por isso, nesse trabalho a

energia relacionada a quantidade de movimento em func¢ao do tempo nao sera considerada.
OIl = 6 ge s + Ol (3.41)

Uma variagao dy infinitesimal no campo de posigoes y do sistema em equilibrio
representado pela equacao (3.38) provocada por uma forga g, gera uma variagao de
trabalho, expressa por

om =gy = 0. (3.42)

Integrando a equagao (3.38) em relagao ao volume inicial, é obtida a expressao
511 = /Q SmdV = fﬂ (Ve P+ b)5ydV; (3.43)

De acordo com Coda (2018), apos algumas manipulagoes algébricas, a equagao

(3.43) pode ser reescrita como

511 = L P SFAVO - fQ b5y — f pSyda® = 0 (3.44)
0 0 I

em que p° ¢ a forca de superficie Lagrangiana conservativa.
Da equagao (3.44) é possivel concluir que o tensor PT é definido como conjugado do

gradiente F'. O primeiro tensor Piola-Kirchhoff P é um tensor nao-simétrico de segunda
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ordem, como tal, ndo estd completamente relacionado a configuragao inicial (Lagrangiana),
visto que F' nao é uma medida de deformacgao objetiva. Assim sendo, é definido um tensor
de tensao simétrico totalmente em relacao a configuracao inicial, conhecido como o segundo

tensor de Piola-Kirchhoff S, escrito como

S=A"'PT (3.45)

Substituindo a equagao (3.36) em (3.45), resulta em
S=JF'oF7, (3.46)
pela qual, é possivel escrever a tensao de Cauchy em relacao ao tensor S, como

o= %FSFT. (3.47)

A simetria de o implica na simetria de S. Portanto, da primeira parcela da equacao

(3.44) e da expressao (3.45), resulta que
PT:6F=(F-S):6F=(F'6F):S. (3.48)
Devido a simetria de S, é possivel concluir que
(FT6F):S=(F-5F)':S=0F"-F:8= %(FT-§F+5FT-F) :S=8:0E. (3.49)

Portanto, o tensor S é o conjugado energético da deformagao de Green-Lagrange FE.
A equagao (3.44) pode ser reescrita na forma da equagao base para os desenvolvimentos do
método dos elementos finitos lagrangiano total baseado em posi¢oes para analise estatica

nao linear geométrica de estruturas, expressa por

511 = fQ S:SEdV° - /Q b5ydVO / P 5yda® = 0. (3.50)
0 0 o

3.2.5 Energia potencial das forgas externas

A segunda e terceira parcelas da equagao (3.50) s@o referentes a variacdo da energia

potencial das forcas externas, escrita como

STI = — /F Py - [Q BOydV°. (3.51)

Admitindo a existéncia de cargas concentradas f nos nos da malha de elementos

finitos, a equag@o (3.51) resulta em

STIE® = £54 — fr Py - fQ BV, (3.52)
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3.2.6 Energia de deformacao

A energia de deformagao é definida como a integral da energia especifica de de-
formacao ou energia livre de Helmholtz ¥ em relagao ao volume do soélido, expressa

Cco1mo

e = [ wdv®, (3.53)
Q

A energia especifica de deformagao ou energia livre de Helmholtz ¥ define a lei
constitutiva do material, ou seja, relaciona a deformacao adotada com sua respectiva

tensao conjugada. Portanto, a equagao (3.53) pode ser reescrita como
5H¢#=~/N5WdV°:J[.PT:ddeﬂzy/.S:dEdVO:Jf S:SEAV'.  (3.54)
Qo Qo Qo Qo

Assim, considerando a arbitrariedade do volume, a partir das expressoes (3.54) é

possivel obter as medidas de tensao P e S, respectivamente, como

ov ov

Os modelos constitutivos que, além de serem elasticos, tem sua expressao derivada
de ¥ em funcao apenas das deformacoes atuais e que independe de fatores como histérico

e taxa de deformacao, sao denominados de modelos constitutivos hiperelésticos.

3.2.7 Modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff

De acordo com Coda (2018), o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff é o
modelo constitutivo mais simples de lei hipereléstica, pois ¢ uma extensao lagrangiana
direta da Lei de Hooke, isto é, ha uma correspondéncia linear entre S e E, sendo aplicavel
somente em problemas de pequnas deformacgoes. A expressao da energia de deformacao do
modelo Saint-Venant-Kirchhoff (SVK) é dada por

1
V= E:C:E, (3.56)

que resulta na relacao deformacao dada por

ov
S = — = C : E 357
9E : (3.57)
ou em notacao indicial, como
Sij = Cijri B (3.58)

onde C' é tensor constitutivo elastico de quarta ordem, que depende apenas dos parametros
do material.

O modelo constitutivo para Saint-Venant-Kirchhoff deve ser utilizado apenas para
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analise de pequenas deformacoes, pois, em grandes deformagcoes o modelo deixa de atender

a condicao de crescimento, expressa por

lim = lim ¥=+o00 (3.59)

J—-0* J—+00
Esse trabalho se restringe & pequenas deformacoes, portanto, o modelo SVK é
satisfatorio. Em analise de grandes deformacoes devem ser utilizadas leis hiperelésticas
que atendam as condigoes de crescimento, como, por exemplo, modelo Neo-Hookeano,

modelo de Ogden, modelo de Arruda-Boyce ou modelo Polinomial.

3.3 Meétodo dos elementos finitos posicional

O principio basico do MEF é substituir o continuo por um conjunto finito de
subdominios, denominados elementos finitos. Estes elementos sao constituidos de nos, aos
quais sao vinculadas as chamadas funcoes de forma e os parametros das variaveis de interesse
(inclusive a geometria) (CODA, 2018). Uma combinagao linear de equagoes lineares
representam os campos das varidveis, sendo os coeficientes das equacoes os respectivos
parametros nodais. Logo, um problema continuo é aproximado pela combinacao linear de
equacoes discretas.

A discretizacao de elementos permite uma variedade de formas de elementos, por
exemplo, linhas, triangulos e quadrilateros (LEWIS; NITHIARASU; SEETHARAMU,
2004). Tais elementos podem ser utilizados para formar elementos unidimensionais,
bidimensionais ou tridimensionais (CHAPRA; CANALE, 2011). Cada elemento é formado
pela conexao de um certo ntimero de nés, que varia de acordo com o nivel de discretizacao
da malha adotada.

Em tratamentos tradicionais de MEF aplicado a mecanica dos soélidos, as variaveis
nodais a serem aproximadas por polindmios sao os deslocamentos dos elementos finitos. Ja
na formula¢do do método dos elementos finitos posicional (MEFP), elaborada por Bonet
et al. (2000) e Coda (2018), as variaveis as serem aproximadas sdo as posigoes dos nos. A
abordagem descrita para MEFP apresentada nesse capitulo ¢ baseada em Coda (2018).

Neste trabalho, é adotado o elemento finito linear unidimensional de trelica, pois é
o elemento mais simples e mais facilmente manipulavel, visto que, o elemento estrutural
(barras simples) se confunde com o proprio elemento finito de trelica. A utilizagao
de um elemento mais simples se justifica pelo fato de permitir que esfor¢cos maiores
sejam dedicados a implementagoes complementares ao MEFP, que serao apresentados nos
proximos capitulos, visto que a formulacao do MEFP para elementos mais complexos esté
validada por vérios outros trabalhos (CODA, 2003; CODA; PACCOLA, 2007; CODA;
PACCOLA, 2014; MACIEL, 2008; SANCHES R. A. K.; CODA, 3401-3418; PASCON,
2012; PASCON; CODA, 2017; RIGOBELLO, 2011; KZAM, 2016; WUTZOW, 2008).
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As fungoes utilizadas para aproximar as variaveis dos elementos sao chamadas
de fungoes de forma, as quais sao, geralmente, polinémios, pois sao faceis de manipular
matematicamente. O grau do polinémio dependera da quantidade de nés do elemento
finito escolhido. Para o MEF é usual utilizar polinomios de Lagrange, pois os valores
das constantes do polinémio serao os valores da funcao aproximada nos pontos base da

aproximacao. Os coeficientes do polinomio sao denominadas fungoes interpoladoras.

Para o caso unidimensional, a alternativa mais simples ¢ o polinomio do primeiro
grau ou uma reta,

u(x) = ag + ay, (3.60)

onde u(z) é a variavel dependente, x é a variavel independente e ag e a; sdo constantes.
A fungao linear deve passar pelos pelos valores de u(x) nas extremidades do elemento em

x1 e T9. Dessa forma,
Uy =g + 177,

(3.61)

Uo = Ay + A1T9.

Resolvendo essas equagodes pode utilizando a regra de Cramer, sao obtidos os

coeficientes ag € a;, como

o = U1 T2 — U2dy a = Uz — Uy
0= — 1=
T2 — X1 T2 — X1

(3.62)

Substituindo esses resultados na equagao (3.60), e agrupando os termos, é obtida a

seguinte expressao para funcao de forma

u = N1u1 + NQUQ, (363)

onde N; e N, sao as fungoes interpoladoras, iguais a

N = P27 r e Ny = r-n (3.64)
Ty — T To —T1

A Figura 3.7 mostra a fungao de forma juntamente com as fungoes interpoladoras

correspondentes. E possivel observar que a soma das fungoes interpoladoras é igual a 1.
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Figura 3.7: Funcao de forma (b) para um elemento linear (a). Fungdes interpoladoras
correspondentes (c) e (d)

Fonte: Lewis, Nithiarasu e Seetharamu (2004)

No método dos elementos finitos chamados de isoparamétricos, as funcoes de
forma sao utilizadas no MEF para fazer a transformagao dos elementos finitos no espaco
adimensional para os elementos de formas geométricas complexas da engenharia. Isso é feito
por que elementos adimensionais sao simples, regulares na geometria e faceis de calcular.
A transformacao é realizada pela correspondéncia um para um entre as coordenadas locais
adimensionais £ e os pontos nodais do elemento. Tal correspondéncia é feita pelas fungoes
de forma.

Para elementos finitos unidimensionais de grau um, as fungoes interpoladoras,
denominadas ¢; e ¢9, sao descritas em fungao de uma coordenada adimensional &, definida
no intervalo [-1,1]. O n6 1 corresponde a £ = -1 e 0 n6 2 a £ = 1, cada um assumindo
valor unitario em seu né correspondente e valor nulo no outro né. Dessa forma, as funcoes
interpoladoras sao expressas por

_1-¢ E+1
nEy ER

e o= (3.65)

Retomando a equagao (3.1), a funcdo que faz o mapeamento do espago adimensi-
onal para a configuracao inicial e funcao de mapeamento do espaco adimensional para

configuragao atual, sao escritas, respectivamente, como
" = ¢p(€)a” (3.66)

¢t =0s(&)y” (3.67)

onde (°(§) é func¢do de mapeamento da configuragao inicial do elemento, que faz a

transformacao do elemento no espaco de referéncia para a configuracao indeformada e
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¢1(&) é fungao de mapeamento da configuracao atual do elemento, que faz a transformagao
do elemento no espaco de referéncia para a configuracao deformada. xf denota a posicao
dos nos do elemento em relacao ao eixo local x da barra na configuracao inicial, e y?
representa a posicao dos nés do elemento em relacao ao eixo local y da barra configuragao
atual, como pode ser visto na Figura 3.8. O indice (3 indica o n6 do elemento (ou a fungao
interpoladora associada).

Expandindo as equagoes (3.66) e (3.67), sdo obtidas as expressoes

¢°(&) = ¢rz’ + Poa?;

(3.68)
Cl(f) = 1y + day’.

Xx

Figura 3.8: Mapeamento das configuracoes iniciais e finais de uma barra reta.

Fonte: Autor.

Conforme a Figura 3.8, sendo LY o comprimento da barra na configuracao inicial e
L' o comprimento da barra deformada, as posicoes 2 e y? assumem os seguintes valores

em relacao aos eixos locais da barra

0,
L'

7Y =0, 0
g (3.69)
Yy

Como apresentado no item 3.1.2, a determinagao da deformagao de Green E
e, consequentemente, da energia especifica de deformacao ¥, gerada na mudanca de
configuracao, dependem da determinacao do gradiente da fun¢ao mudanca de configuracao,

dado por
F=v(¢'o(")™)=F(F)" (3.70)
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onde (f9)~! é a inversa do mapeamento do espago adimensional para configuracao inicial,
como mostra a Figura 3.8. O tensor FY é o gradiente do mapeamento da configuragao

inicial e F'! é o gradiente do mapeamento da configuracao atual, os quais sao calculados

por
af)  0¢pg
FO =2 - B0 3.71
Toog 0t (3.71)
1

90 06
FY ¢ F' sao tensores de segunda ordem que possuem a dimensao do espaco que
representam, 3x3 para 3D, 2x2 para 2D, e para problemas unidimensionais o gradiente

mudanga de configuragdo é um escalar. Derivando as equagdes (3.68) em rela¢ao ao

adimensional, resulta em
22— ol
2

F101 = = LO%
(3.73)

2 1

y -y

2
Utilizando a relagao (3.69) e aplicando (3.73) em (3.70), resulta que o gradiente da

funcao mudanca configuracao para um elemento de barra simples é igual a grandeza definida
como alongamento, a qual expressa a relagao entre o comprimento atual e comprimento

inicial da barra

Ll

Fiy = F{y(FO)it = o

(3.74)

As coordenadas z° e y® representam as posicoes no sistema de coordenadas uni-
dimensionais da barra, na configuracao inicial e atual, respectivamente. No entanto,
todo o tratamento na formulagao deve ser feito em relacao ao sistema de coordenadas
tridimensionais, onde as posicoes iniciais e atuais sao representadas por xf e yf , sendo [ a
denotagao do no local (1 ou 2) e ¢ é diregao (1, 2 ou 3).

Os comprimentos iniciais e finais da barra podem ser escritos em fun¢ao das posicoes

locais tridimensionais da seguinte forma

2 2 2
Lz\/(:c%—x%) + (23 —2d) + (22 -2d)%;

(3.75)
2 2 2
l=\/(y%—y%) + (3 —u3)” + (y3 —w3)”

Retomando a equagao (3.22) e substituindo o gradiente obtido na equacgao (3.74),

resulta que a deformagao de Green-Lagrange para uma barra reta é dada por

Ell =

DO | —

(F1T1'F11—[11)=%(E§;;z —1), (3.76)

ou como
~ (L1)2 _ (LO)Q

E =y (3.77)
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Segundo o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff, a segunda tensao Piola-
Kirchhoff, conjugada energética da deformagao de Green-Lagrange, é determinada pela

equagao (3.58), que para um elemento de barra reta, fica escrita como
Sik = CikimEim = Crinn B = KEy;. (3.78)

onde K é o modulo de elasticidade elastico do material.

A energia de deformacao ou energia livre Helmholtz é a energia potencial com valor
igual ao trabalho (por unidade de volume) realizado pela tensao ao gerar deformagao no
continuo com sinal oposto. Dessa forma, pela equagao (3.55), a energia especifica que sera

utilizada no calculo da energia de deformagao de uma barra reta, ¢ determinada por

E 2
=f SdE:%. (3.79)
0

3.4 Equilibrio

Aplicando o principio da energia mecanica estacionaria (3.41) no MEF posicional
estatico para elementos de trelica, é obtida a equacao de equilibrio, que deve ser atendida

para cada grau de liberdade de cada n6 da estrutura, sendo expresso por

ol OI1def s OTText
oy™ N oy* oy®

3 K3 3

=0 (3.80)

onde a parcela referente a variagao da energia de deformagao na diregao i do n6é « é
. . int . . ~

denominada de forca interna fia(m ), assim como, a parcela correspondente a variacao da

energia potencial das forgas externas na dire¢ao ¢ do n6 a é denominada, simplesmente,

de forga externa f;" 1) ou seja,

f’ )
¢ 3.81
foz(ext) _ olfert ( )

3.4.1 Forgas Internas

Substituindo a equagao (3.79) na equagao (3.54), utilizando a referéncia no-diregao,

é possivel determinar o valor da forga interna do sistema como

nel (‘)Hq(def)
=) (3.82)
q=1

a(mt) olndes
k
ayk

onde o indice « representa a n6 da estrutura que varia de 1 ao numero de nés totais (nnos);
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o indice k denota a dire¢ao (1, 2 ou 3 para anéalise 3D) e onde ¢ indica o elemento na
estrutura, que varia de 1 ao nimero de elementos totais (nel). A equagao (3.82) pode ser

escrita, também, em relacao a graus de liberdade como

el 8Hq(def)

def n
8H -2 (3.83)

f(int)

onde grau de liberdade do sistema i varia de i = 1 a i = d(nnos). Visto isso, é possivel
organizar uma correspondéncia entre os graus de liberdade dos problema de trelica na
forma de um vetor y;, ao invés da forma de matriz ou (ou tensor) y¢, pela seguinte

correspondéncia

i=d(a-1)+k (3.84)

Retornando a determinacao da forca interna, como é possivel observar nas equagoes
(3.82) e (3.83), a energia de deformagcao de toda a estrutura é dada pela soma das energias
de deformacao local de todos os elementos finitos.

Desenvolvendo a integral para o elemento ¢ na equagao (3.54) e aplicando a regra da
cadeia na derivada da energia potencial de deformacao do elemento ¢, é obtido a seguinte

expressao

QD) 0% o _ o) o) VB OF o) potar g (3.85)
_ﬁy,‘; Q0 Dy or ayk dyyy

onde S ¢é a tensao de Piola-Kirchhoff uniaxial do elemento, A° e LY sdo a area e o
comprimento iniciais do elemento, respectivamente. Neste trabalho, nao ha deformacao
transversal no elemento, portanto, a area é constante entre a configuracao inicial e atual.

Das equagoes (3.75) e (3.77), a deformagao de Green no sentido longitudinal do
elemento é escrito como

(L2 YL -u)? = (3 —9s)* = (y3 —u3)*
3 (@)= 5 (I0): ) e

e, portanto, desenvolvendo a derivada de E em relacao a cada grau de liberdade do

elemento ¢, sao obtidas as expressoes

OE  yi-yi OE  y3-u3 OE  yi-ui
oyl L2 oyt~ L2 oyt~ L2
yl 2 1 y2 2 1 y3 2 1 (387)
9L _ yi-w oL _ ¥4 0L _ y3-ys
y? L2’ y32 L2’ 3 Lz
ou, de forma indicial
OE (-1)f  , |
— = Yi — Y (3.88)
y/f (L0)2 ( k k:)

Dessa forma, a equagao da forga interna na numeracao local para um elemento
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finito de barra simples ¢, fica expressa por
int) \? (_1)6
( 3 )) - 405 (42 - ) (3.89)

Para o caso tridimensional, para cada elemento existem seis graus de liberdade e,
portanto, existem seis componentes de forgas internas, trés para cada né. O vetor que
armazenas as forcas internas locais em graus de liberdade, pode ser organizado com a

seguinte correspondéncia entre graus de liberdade e os indices no-direcao:
fm=f1 com m=d(B-1)+k (3.90)

onde d é a dimensao do problema.
Apos calcular o vetor fi" para cada elemento, cada componente local deve ser
somado de forma cumulativa & sua respectiva componente no vetor de forcas internas

globais escrito em graus de liberdade, do seguinte modo

q(local)

(ff"t)glObal = (ff”t)gbbal + ( kﬁ(mt)) com i=d(inc(q,8)-1)+k (3.91)

onde inc(q, f) é a correspondéncia entre o n6 local § (1 ou 2) do elemento g e o n6 global

a (a=1,2,...,nn0s).

3.4.2 Forcas Externas

No caso de elementos finitos de trelicas, no qual as cargas sao consideradas apenas
como forgas concentradas nos nos da estrutura, a equagao (3.52) se reduz a apenas aos
potenciais das forcas concentradas aplicadas, consideradas conservativas. Dessa forma, a

equagao (3.52) é expressa por

ortest O (=f1y}) g
= = H e = 0wl =1 (3.92)
ayk 8yk l 8yk 1 =n k
onde os indices 7 e « representam nos globais (1, 2, ..., nnos) e os indices [ e k denotam

diregoes (1, 2 ou 3). Na equagdo (3.92), o simbolo ¢ é o Delta de Kronecker, que assume
o valor 0 para indices diferentes e o valor 1 para indices iguais. Essa operacao algébrica
implica que a derivada da posicao de um né em relacao a posicao de outro né so existe
para noés coincidentes, isto é, quando n = a. O mesmo vale para as diregoes, a derivada s6
existe para diregoes coincidentes, isto ¢, quando k = (.

Ao invés de escrever a equagao (3.92) em relagao ao nos e diregao, é possivel escrever

para graus de liberdade, como

y;
0 Yi

o=t 9 (-fy,)
dy; dy;*

=—f;

=—fi0ji =~ /i (3.93)
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Em vista das equagoes (3.91) e (3.93), a equagao de equilibrio (3.80) para cada

grau de liberdade é rescrita como

) = fet=0 o 1O () - 1 =0 (3.9

onde o vetor dos graus de liberdade (posigoes) da estrutura y; é a incéognita do problema.
Portanto, deveréd ser resolvido um ntumero de equagoes igual ao ntimero de graus de
liberdade da estrutura, dado por n = d(nnos). As componentes das forcas internas
determinadas na equagao (3.89) e montadas na equagao (3.91) sao fungoes nao lineares
das posigoes y;, e como tal, necessitam de uma estratégia de solugao nao linear.

Nesse trabalho, sera utilizado o método numérico de Newton-Raphson associado a
incrementos de comprimento de arco. As etapas de solucgao serao apresentadas no proéximo
capitulo. Antecipando uma etapa do método de Newton-Raphson, é necessario calcular a
segunda derivada da energia poténcia total em relacao as posi¢oes nodais, denominada de

matriz Hessiana.

3.4.3 Matriz Hessiana

Considerando que as forcas externa nodais sao conservativas, ou seja, nao se alteram
com a mudanca das posicoes, a segunda variagao da energia potencial total sera igual a
segunda variagao da energia de deformacao, resultando na seguinte expressao em graus de

liberdade
0211 O0211def

Hi' = = .
T Oy0y;  Oyi0y;

Assim como realizado para forca interna, a matriz Hessiana local é desenvolvida para

(3.95)

cada elemento, empregando notagao no-direcao e, em seguida, ¢ montada cumulativamente
a matriz Hessiana global, utilizando notacao de graus de liberdade, para toda estrutura.

Dessa forma, a matriz Hessiana local para o elemento ¢ é determinada por

O21I1a(def) 0
() - 250w ()= 5
0y,

OlITa(def)
3y78y6 —), (3.96)
1 Yk

8y£

onde v e  denotam os nos locais e [ e k sdo as diregdes. Aproveitando a equacao (3.85),

0 (Vi(E)OFE
YB8Y — Aqa70
(H,7) AL(M( 5B ay,f)’ (3.97)

tem que

desenvolvendo a derivada do produto

(3.98)

(H&B)q:AqLO(W\D‘I(E) OF +8\IN(E) O’FE )

Aplicando regra da cadeira no primeiro termo entre parénteses em (3.98), resulta
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em

(3.99)

2 2
(H;I,Cg)quqLo(a Vi(E) OF OFE 0V4(E) 0°F )

+
A derivada segunda da equagao (3.79) em relagao a E ¢ igual ao primeiro termo
entre paréntesis da equagdo (3.99) e a primeira parte do segundo termo entre paréntesis

pode ser substituido pela expressao (3.55). Portanto, a expressao para matriz Hessiana

pode ser escrita como

(3.100)

+
Ay oyl Oy dy,

onde S é a tensao de Piola-Kirchhoff uniaxial, determinada conforme (3.78), ¢ K é o
modulo de elasticidade do material.

A segunda derivada da deformagao de Green em relacao as posigoes é obtida
derivando uma vez a equagao (3.88), resultando em

RE 0 0B (-1)P0(yi-yl)  (-1)P(-1)

ooyl Oy oyl (L0 oyl (102 "

(3.101)

onde v e 3 sao os nos do elemento (1 ou 2) e, [ e k sdo as diregdes (1, 2 ou 3).
A expressao da matriz Hessiana para o elemento ¢ ¢ obtida substituindo (3.88) e

(3.101) na equagao (3.100), resultando na expressao

(H) - (_1)ﬁ(_1)7§ (K(y?j_:oy}) (yiL—Oyi) +S§”ﬂ)‘ (310)

Calculada a matriz Hessiana para cada elemento em termos de no-direcao, deve ser
montada a matriz Hessiana global em termos de graus de liberdade. A matriz Hessiana

global se relaciona com a matriz Hessiana local por acumulacao como

a q(local) i . . .
Higjl"b = Hfjl‘)bal + (H?,f) com i=d(inc(q,y)-1)+1 e j=d(inc(q,8)-1)+k
(3.103)
onde inc(q,7) e inc(q, B) representa a correspondéncia entre os nos locais do elemento g e

os nos globais da estrutura.
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Método de solucao numérica

A solugao de problemas nao lineares depende fortemente de métodos numéricos
para solucao do sistema de equacoes de equilibrio. Apenas alguns problemas nao lineares
permitem a solugao direta e, na maioria das vezes, uma estratégia iterativa deve ser
usada. De acordo com Bathe (2014), o método de Newton-Raphson (NR) é uma técnica
amplamente utilizada em anélises numéricas nao lineares. Esse método consiste em
determinar as raizes de equagoes ou sistemas de equacoes nao lineares através de um
processo iterativo baseado em etapas de previsao linear e corre¢ao nao linear, seguidos de
um teste de convergéncia. O processo iterativo tem como finalidade aproximar a solucao
tentativa & solugao real respeitando uma tolerancia pré-fixada (CHAPRA; CANALE,
2011).

De acordo com Borst et al. (2012), itera¢oes por NR em carregamentos grandes,
dificilmente obtém uma solucao adequadamente convergida, devido a limitagao no raio de
convergéncia do processo iterativo. De acordo com o mesmo autor, experiéncias mostram
que a maioria dos materiais exibe um comportamento dependente do caminho de equilibrio.
Isso significa que valores diferentes para a tensao sao obtidos dependendo do caminho
de deformacao que é seguido. Evidentemente, o comportamento estrutural s6 pode ser
previsto corretamente se os incrementos da tensao forem relativamente pequenos, de modo
que o caminho da tensao seja seguido o mais proximo possivel.

Por essa razao, o método iterativo de Newton-Raphson é associado a etapas
incrementais de for¢a ou de posigao, ilustradas nas Figuras 4.1 (a) e (b), respectivamente.
Nessa associagao, pequenas parcelas de forcas ou variagoes impostas na posicao sao
aplicados sequencialmente e, a cada incremento ¢é realizado o processo iterativo até
obtengao do equilibrio.

O processo iterativo com incrementos de carga tem como objetivo principal encontrar
no diagrama carga-posicao a interseccao entre a linha horizontal, que caracteriza o nivel
de carga imposto, e o caminho de equilibrio, como mostrado na Figura 4.1 (a). Porém,

nesse fato consiste o problema basico deste método, pois ha situagoes que o ponto de

43
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By S\ , By.0\

>
<<>—=
Ve
>
{<,_.
V<
>
(<,_.
V<

(a) (b) (©)

Figura 4.1: (a) NR por incremento de carga, (b) NR com incremento de deslocamento e
(¢) método do comprimento de arco.

Fonte: Adaptado de Krenk (2009)

interseccao nao existe, como ocorre no ponto limite A da Figura 4.2. Neste caso, o método
nao converge e 0 Processo precisa ser interrompido.

O controle de deslocamento nao compartilha essa desvantagem, pois nele, durante a
fase de iteragoes, a intencao é obter no diagrama carga-posi¢cao o ponto de interseccao da
curva de equilibrio com a linha vertical da Figura 4.1 (b). Porém, alguns comportamentos
estruturais ainda nao sao rastreaveis por este método, como por exemplo o chamado

comportamento de snap-back, ilustrado no ponto B da Figura 4.2.

Forcga externa

Snap-back

Posicao
Figura 4.2: Pontos limites de carga e deslocamento, e efeito snap-back.

Fonte: Adaptado de Borst et al. (2012).

Uma das principais alternativas para contornar este problemas, ¢ o método de-
nominado de controle por comprimento de arco, no qual, durante a fase iterativa os
sub-incrementos sao dados simultaneamente em posigao e carga, indicado na Figura 4.1
(c). Os sub-incrementos sao limitados por uma linha inclinada ou curva, que tem a fungao
de direcionar as corregoes de posi¢ao e carga para o caminho de equilibrio da estrutura,

sendo assim, possivel transpor todos os pontos limites.
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4.1 Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um método numérico iterativo, utilizado para
resolver equagoes nao lineares. Ao ser utilizado na equacao de equilibrio (3.94), a posigao
dos noés serd a incognita do problema e, a cada iteragao serd melhorada para que seja
satisfeito o equilibrio com determinado grau de exatidao. Portanto, a cada iteracao é
analisado o equilibrio dentro de determinada precisao e se nao for obtido, as posi¢oes dos
nos sao ajustadas. O primeiro passo ¢ definir a diferenca entre a carga externa ff* e a

forga interna f/™ como o vetor de forga residual ou desbalanceamento g;, expressa como
9i(yi) = fm (yi) - [ =0 (4.1)

ou seja, quando o sistema atinge o estado de equilibrio, a for¢a interna é igual a forca
externa, e, portanto, o residuo desaparece. O indice ¢ denota graus de liberdade do

problema.

Ao ser atribuida uma posicao tentativa inicial, a equagao 4.1 retorna um valor
nao nulo para g¢;(y!), o que indica auséncia de equilibrio. Geralmente, ¢ utilizado como
estimativa de posi¢do y! no inicio do processo as posicoes iniciais z;. Uma estimativa
melhorada das posigoes y; € obtida a partir de uma forma linearizada do residual g;(y!+0y;)
em torno do residual conhecido g;(y?), expressa por

99:(v;)
9i(yi +0y) = 9i(y;) + #51/; +07 = 0. (4.2)
J

Desprezando os termos de ordem superior O? e rearranjando os termos, a segunda
igualdade da equagao (4.3) pode ser reescrita como

ofi"(y1)

9i(y;) = —8—%5% = —Hj:0y;, (4.3)

onde H;; ¢ a matriz Hessiana do problema para a posicao tentativa, introduzida na equagao
(3.95).

Na equagao (4.3), o residual g;(y!) é conhecido, pois é funcao da posi¢ao y! conhecida.
Da mesma forma, a matriz Hessiana também pode ser calculada. Portanto, essa equagao

permite determinar a correcao na posicao 9y,
-1
59;— =- (H]z) gz(y}t) (4.4)

Uma vez determinado o incremento de posicao dy;, as posicoes do sistema sao

atualizadas
t+1 _

Yot =yl + oy, (4.5)
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onde o sobrescrito t indica a iteracao atual e ¢ + 1 indica a posic¢ao tentativa melhorada
que sera utilizada na proxima iteragao. Com o novo valor de tentativa, é calculado o novo
valor do residuo com a equagao (4.1) e um novo valor corre¢ao na posigao com a equacao
(4.4). Esse processo se repete até que (5y§ ou g; sejam suficientemente pequenos. Para isso
sao utilizados os critérios de parada, expressos como

9y
|y

< tol, e |lg:(y?)| < tol (4.6)

onde o operador |e| denota norma euclidiana do vetor em seu interior.
O processo de iteragao de Newton-Raphson esté ilustrado na Figura 4.3 e o proce-
dimento esta resumido no Algoritmo 1 em notacao vetorial, onde o indice sobrescrito ¢

denota o niimero da iteragao.

[
| & 8y* DA
f o | | |
® \
; _g(yl) solugdo de
: H 1 j — fint_§
: : H g
-2(¥%)
| - -
8 ; finTl: 3
fint(y2) (Y)
HO fint(yl)
£4(5°)
o ) ) :3
Y Y ¥ Y Posicio Y

Figura 4.3: Iteracao de equilibrio utilizando método de Newton-Raphson.

Fonte: Adaptado de Lacerda (2014)

Algoritmo 1: Método de Newton-Raphson

1 fort=1 to t,,,,; do
H = 0 (y*) oy

g:fint(yt—l) _ femt;
0y’ = -H™g;

yt =yl + Syt
if ||g| < tol then break;

2 return yt;




4.2 Incrementos por forca 47

4.1.1 Newton-Raphson Modificado

No método original de Newton-Raphson, a cada iteracao é calculada e fatorada
a matriz hessiana H(y). Para problemas nao-lineares com muitos graus de liberdade,
calcular a matriz hessiana e resolver as equagoes correspondentes para 0y a cada iteragao
pode ser muito custoso computacionalmente. No algoritmo 1, a matriz hessiana aparece
dentro do loop de iteragoes. Uma modificagao simples no método de Newton-Rapshon
seria mover para fora do loop o célculo da matriz H. Dessa forma, a matriz hessiana sera
calculada apenas uma vez para cada processo iterativo, como pode ser visto no algoritmo 2.

No método Newton-Raphson modificado, a convergéncia assintética é mais lenta que

a do método Newton-Raphson, e isso pode compensar parte de sua eficiéncia computacional.

Algoritmo 2: Método de Newton-Raphson modificado
H =07 (y")[oy:
fort=1 to t,,,, do

g Fim(y' ) - feo,

dy'=-H™'g;

yt =yt + 0y
if |g| < tol then break;

end

return yt;

4.2 Incrementos por forca

O procedimento de incrementos por forga consiste em encontrar uma sequéncia de
estados de equilibrio de um sistema néao linear com forgas internas f*(y), ao considerar
uma série de carregamentos AMf constantes, onde A é um fator de carga escalar que
determina o valor da forga, enquanto f é o vetor que d& o 'formato’ da carga.

A etapa de incremento de carregamento inicia a partir do ultimo estado de equilibrio
obtido (y™!, f*~1). O passo de carga comega com a imposi¢do de um carregamento
adicional AAf", onde o sobrescrito n se refere ao nimero da etapa de incremento. O
incremento de deslocamento correspondente Ay’ ¢é encontrado a partir de uma forma

linearizada da equagao de equilibrio (4.1), como
Ay = (H) AN f (4.7)

Em problemas nao-lineares, os incrementos (Ay!, AA!) determinados nao conduzi-
rao a solucao de equilibrio em uma primeira tentativa e, portanto, iteracoes de correcao

serao necessarias para minimizar o vetor residuo g, correspondente aos incrementos pre-
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ditos. Apo6s t iteracoes, o incremento de deslocamento é Ay?, e o vetor residual é dado
por

g' = F (T Ayt - (T AN £, (4.8)

Uma caracteristica fundamental dos procedimentos numéricos para determinar o
caminho de equilibrio, é que o incremento de carga A\ possa ser modificado pelo codigo
durante a etapa de iteracao. Dessa forma, durante um ciclo de iteragao ocorrera um
sub-incremento de carga d\ e, também, um sub-incremento de deslocamento dy. Apods t
iteragoes, os incrementos totais sao obtidos pela adicao dos os sub-incrementos, da seguinte

forma

Ayl = Ayt + 6y, AN = AN 4 68 (4.9)

No método de NR com incremento de forca, o incremento A\ prescrito é constante
e o deslocamento ¢ atualizado através dos sub-incrementos oy encontrados a partir da

forca residual. Consequentemente, o sub-incremento de carga é nulo, 8% = 0.

No algoritmo 3 é mostrado o procedimento para implementagao de método de
Newton-Raphson associado ao método de incremento de forcas em notagao vetorial, onde
o indice sobrescrito n denota o niimero da etapa de incremento e t de nota o ntimero da

iteracao.

Algoritmo 3: Método de Newton-Raphson modificado com incremento de

forca
AV = AN;
for n=1 to n,g, do
HY =0 fimt () 0y,
Ay' = (H") AN
Ay" = Ay!
gr=Frt(y "t + Ay') - (A
fort=1 to t,,,, do
oy' = -(H")"'g";
Ayt = Ayt + oy
g =ty + Ay') - (A
if |g"| < tol then break;

end

A= AL AN

yr =yt + Ayl
end
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4.3 Controle de deslocamentos

No arranjo tradicional do método de Newton-Raphson, o parametro de carga ¢é
mantido constante durante o ciclo iterativo. Porém, para que o algoritmo seja capaz de
acompanhar todo o tracado do caminho de equilibrio, ultrapassando possiveis pontos
limites, é necessario que ocorra variacao de A a cada iteracao.

Batoz e Dhatt (1979) desenvolveram uma técnica geral de solu¢do, em que é
permitida a variacao do parametro de carga durante a iteracdo. A mudanca das posi¢oes
nodais ¢ governada pela equacao de equilibrio, que pode ser escrita, considerando NR
padrao, como

H5yt = —g(y'™1, \). (4.10)

O residuo g ¢é funcao posicoes nodais totais y*~!, calculadas na ultima iteracao, e
do valor corrente do parametro de carga total A!, que agora também é incognita. O fator

A pode ser escrito como
A= XL oAt (4.11)

onde dA! é a correcao do parametro de carga. Expandindo o termo do residuo na equacao

(4.10) utilizando a equagao (4.11), é obtida a expressao
H'" oyt = (" (y"") - (N + M) ). (4.12)

Na equagao (4.11), os termos fi"(y'~!) e A" f podem ser agrupados como o

residuo da iteracao anterior, ficando escrita como
Hi 5yt = —gi™t - o)\ f. (4.13)

Da equagao (4.13), o sub-incremento de posi¢ao dy pode ser decomposto em duas

parcelas, sendo expresso como
Sy’ = (6y©)t + SN (Ay")t. (4.14)

onde
sy®=Hg, Ay =H'f, (4.15)

O incremento dy© é o sub-incremento que seria obtido pelo método de NR tradi-
cional, de acordo com a equagao (4.4). O incremento Ayf é o vetor de deslocamentos
iterativos, resultante da aplicagao de f. Caso for utilizado o método NR modificado,
(dyf)t é igual ao vetor de incremento de posigoes tangencial Ay! calculado pela equagao
(4.7) e (0y*)! nao se altera durante as iteragoes, pois a matriz H néo se altera.

A tnica incognita na equagdo (4.14) é a corregao do fator de carga JA!, cuja

estratégia de solucao varia para os diferentes métodos de iteragao, nos quais uma equagao
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de restricao devera ser respeitada a cada iteragao.

No método do deslocamento constante, proposto inicialmente por Batoz e Dhatt
(1979), uma componente ¢ do vetor de posigdes nodais é selecionada para ser a variavel de
controle, ao invés do fator de carga discutido na secao 4.2. Durante o processo de iteragao,

a variacao deposicao na componente ¢ é controlada pela seguinte expressao
Ayl = Ayl + by, (4.16)
Substituindo a expressao (4.14) na equagao (4.16), tem que
Ayl = Ayl + (6yS) + oX (Ayl)Y, (4.17)

de onde é obtida a expressao para a correcao do parametro de carga )\, escrita como

_ Ayg - Ayt - (0yg)!

S
o(yl)t

(4.18)

Por outro lado, Powell e Simons (1981b) propds que a posi¢ao na componente ¢
seja mantida constante durante o processo de iteracao, de modo que a seguinte equacao

de restrigao seja respeitada

Ayl = Ayl + 6y, =0 (4.19)

Portanto, reescrevendo a equagao da corre¢ao 0\ para equagao (4.19), fica expresso

que
~(dyg)’
o(yH)t

Em seguida, é calculado o vetor de sub-incrementos de posi¢ao dy pela equagao

SN = (4.20)

(4.13) e atualizados os incrementos de carga e posigao pelas equagoes
AN = AN 4 50 (4.21)

Ayt = Ay + 6y, (4.22)

Na sequéncia, ¢é calculado o vetor residuo e realizado o teste de convergéncia, que

podem ser aqueles apresentados em (4.6) ou

lg*ll < tol [ A" £ (4.23)

O processo iterativo se repete até que seja atendido o teste de convergéncia. Entao,
ao passar para o proximo incremento, é atualizado o vetor de posicoes y e o parametro de

carga A, por

A" = ALy GAT (4.24)
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n

y" =y" !+ 0y, (4.25)

o indice n é referente a etapa de incremento e t é referente ao passo de iteracao.

O incremento de posicao a ser utilizado na proxima iteracao pode ser determinado
automaticamente, como serd mostrado no topico 4.3.1. O incremento de posic¢ao inicial

para a componente g que sera utilizado na etapa seguinte, pode ser determinado por

Ay" = Ayr! (Ng/t)™. (4.26)

O algoritmo 4 mostra o processo incremental-iterativo com controle de deslocamento.

Algoritmo 4: Newton Raphson com incrementos de deslocamento

Input: y°; Ay);
A0=0; AN =0;
for n =1 ton,,,, do
H™ = 0f ™ (y"1)/[0y;
Sy" = (H") AN £,
AN = Ayt oy
if (Ay" )T .dy" <0 then AN* = —AN",
Aym = A\"dyF;
gn — fznt(yn + Ayn) _ ()\n + A)\n)f7
for t =1 to t,,,, do
oy = —(H") gtV
_ G :
ON' = -0y [0y];
oyt=0yC + o\ oy’
Ay'= Ay'' + oy
AN = AN 4 6N
g' ="y + Ay') - (A" + AXN) f;
if ||gt| < tol ||A"f| then break;

end
Yy =y"+ Ay’
A7 = AP+ ANE

Ayt = Ayt (Naft)™;
Output: y™; \";
end
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4.3.1 Controle automatico do incremento

A eficiéncia de um método de solugao nao-linear, geralmente, depende da aplicacao
de incrementos de carga inicial (ou deslocamento) com valores adequados ao problema em
cada etapa da carga. De acordo com Krenk (2009), nao existe como calcular um valor
ideal para o tamanho de um incremento inicial de uma etapa de carregamento com base
nos valores obtidos nas etapas anteriores. Como visto anteriormente, um ponto limite
pode mudar completamente o comportamento do caminho de equilibrio em uma tnica
etapa de carregamento.

Ainda de acordo com Krenk (2009), um método que funciona satisfatoriamente é
baseado na constatacao de que sao necessarias mais iteragoes nas regioes de mudancas
significativas no caminho de equilibrio. Dessa forma, o nimero de iteragoes necessérias
para convergéncia na etapa de carga anterior pode ser utilizada como parametro de ajuste
para o tamanho do incremento seguinte. Portanto, o incremento inicial para proxima

etapa é obtido como
Ay = (Naft)* Ay, (4.27)

onde Ay"! & o vetor de incrementos de posicao da etapa anterior, Ny ¢ nimero “desejado
de iteragoes”, t é o nimero de iteragoes totais da tltima etapa. O valor, geralmente,
utilizado para w é 0,5. O valor de Ny controla o tamanho do incremento e depende da
acuracia desejada e pode depender do tamanho do problema.

No método do comprimento de arco, o incremento se da pelo escalar Al que
combina simultaneamente o incremento de posicao Ay e de carga A\, sendo a equacao de

incremento automaéatico expressa por

Al = (Ny/t)* Al (4.28)

4.4 Arc-Length

O método de comprimento de arco é desenvolvido a partir da ideia de que o
“comprimento” do incremento combinado de posigao-carga (Ay, Af) deve ser controlado
durante as iteragoes de equilibrio (RIKS, 1979). Existem varias varia¢oes de técnicas para
controlar o comprimento do incremento combinado. Uma discussao bastante ampla sobre
os diversos métodos é apresentada em Crisfield (1991).

A ideia principal do método é mostrada na Figura 4.6, onde o tultimo estado de
equilibrio obtido é apresentado como (y°, f%). Apoés o incremento inicial da carga e do
deslocamento (Ay, Af), é dado inicio as iteragoes de equilibrio, as quais sao restritas a
uma hiperesfera no espago combinado de deslocamento-carga (y, f). O proximo estado de
equilibrio é marcado pela interseccao do caminho de equilibrio com a equacao de restrigao

da hiperesfera.
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Inicialmente, o incremento de deslocamento Ay! é calculado a partir do incremento
de carga AN f
Ay' = (H) AN £ (4.29)

A etapa de incremento é seguida pela fase de iteracoes, na qual sao utilizados
sub-incrementos simultaneos de carga e posi¢ao (dy,0\) como corregao para retornar ao
caminho de equilibrio seguindo uma curva inclinada, como mostrado na Figura 4.1(c).

Nessa fase os incrementos sao atualizados por

Ay’ = Ayt + 6y, AN = AN 4 6 (4.30)

A mudanga simultanea de carregamento e posi¢ao é governada por uma relagao

com a seguinte forma

c(Ay, ANf) = 0. (4.31)

A equacao de restrigao associa a posicao atual Ay ao incremento de carga atual
A\, como ilustrado na Figura 4.1. Aplicando o processo de iteracao de Newton Raphson
para a solugao simultanea das equagoes de equilibrio e restrigao ¢é realizada através da

linearizagao das equagdes (4.1) e (4.31) da seguinte forma

0g 0g

hat -4 iy 4.32
g+8y5y+8/\5)\ 0 (4.32)

dc oc

- ——5\ = 4.
c+ay5y+a/\5)\ 0 (4.33)

onde g e ¢ sao valores atuais, enquanto as parcelas dg e dc sao referentes aos incrementos
de primeira ordem. As varidveis independentes do problema s&o o vetor de posi¢oes y e o

fator de carga A. As derivadas parciais do residuo (4.32) sao dadas como

o9 __ 99 _
5y~ H Tt (4.34)

A matriz H é a matriz hessiana e f e o vetor de forca externa. A seguinte notagao

é introduzida para as derivadas parciais da equacao de restrigao:

Oc T dc

= =, 4.
oy c,, R Cy (4.35)

Utilizando essa notacao, as equagoes linearizadas (4.32) e (4.33) podem ser reescritas

H —f(loy]|_|g (4.36)
cl —cxn|[doA c .

na forma
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Resolvendo a primeira equagao de (4.36), ¢ obtida a seguinte expressao

Sy=H"'g+\Hf. (4.37)

Dessa expressao é possivel concluir que o sub-incremento de posicao dy é composto

da contribuicao de dois vetores, que por conveniéncia sao denotados como

sy“=H"'g, Ay"=H'f, (4.38)

com as quais é reescrita a equacao (4.37), como

Sy = oy® + SIAAyYL. (4.39)

O primeiro termo é o sub-incremento de deslocamento Ay%, gerado pela forga
residual g, correspondente a usada no método de Newton-Raphson. O segundo termo é o
incremento de deslocamento gerado apds a correcao do incremento de carga. Substituindo
a equacao (4.39) na segunda equagao de (4.36), é obtida equagao do sub-incremento do
fator de carga

T 50sC
c, 0y +c

O\ = (4.40)

T T A F :
c, Ay’ +cy

Determinado o sub-incremento d\, o sub-incremento de posi¢ao dy pode ser obtido

pela equagao (4.39).

Diferentes autores desenvolveram formulagoes para descrever a restri¢ao represen-
tada pela equagao (4.31). De acordo com Krenk (2009), as equagoes de restricdo mais
utilizadas em problemas de mecanica dos solidos e estrutural sao as restri¢oes do hiperplano

fixo e atualizado e restricao da hiperesfera, ilustrados na Figura 4.4.



4.4 Arc-Length 5}

hiperplano hiperplano

‘:‘P/”“fera atualizado
iteragdes de iteragdes de iteragdes de
equilibrio equilibrio equilibrio
« « @
&0 o0 &0
- - -
a @ @
O &} @)
Posigao Posigao Posigao

(a) (b) (c)

Figura 4.4: Método do comprimento de arco com (a) restrigdo de hiperesfera, (b) restri¢ao
de hiperplano atualizado e (c) restrigdo de hiperplano fixo.

Fonte: Adaptado de Lacerda (2014)

A restricao de hiperesfera utiliza uma equacao quadrética para o incremento do fator
de carga para trazer o vetor de carga de deslocamento combinado de volta a hiperesfera
restritiva. A restricao de hiperesfera condiciona a equacao restritiva a ortogonalidade com
os incrementos combinados atuais (atualizadas) ou incrementos combinados iniciais (fixa.)

De acordo com Borst et al. (2012), as varias alternativas de representar a equacao
de restri¢cao, na pratica nao produzem resultados superiores entre si. Por esse motivo, para
este trabalho foi escolhido a equacgao do hiperplano fixo, visto que por ser uma equagao

quadratica, no método de hiperesfera podem ocorrer solugoes com raizes imaginarias.

4.4.1 Restricao do hiperplano

A restri¢ao linear é um hiperplano ortogonal ao incremento combinado de deposicao
e carga, ilustrado na Figura 4.5, onde o estado de equilibrio encontrado na etapa anterior
¢ denotado como (y°,\°f) e o incremento combinado de carga e posi¢ao é apresentado
como o “vetor” (Ay, A\f). O sub-incremento (dy,dAf) é composto da variagao de posigao
(0y“) gerado pela forga residual e da contribuigao dA (Ay, ANS).

Durante a analise, ao encontrar um ponto limite de carga no caminho de equilibrio,
o incremento preditor pode se tornar ‘horizontal’, ou seja, o incremento de carga atual A\
se torna nulo. Essa situacao pode implicar em problemas de convergéncia, que podem ser
contornados através do condicionamento do sub-incremento (dy,d\f) para que encontre
no hiperplano ortogonal aos incrementos iniciais (Ay!, A f), como mostrado na Figura

4.5. Isso corresponde a escrever a equagao (4.39) do sub-incremento de posigao como

Sy = 6y“ + SAAyT, (4.41)



56 Capitulo 4. Método de solugao numérica

onde Ay! é determinado pela equacdo (4.29) com incremento de forca igual a AN, Um
hiperplano ortogonal com vetor normal (Ay!, A\ f) é denominado de hiperplano fixo ou

linear, o qual corresponde a dire¢ao de retorno originalmente introduzida por Riks (1979).

(8y*“,0)

(Ay, AN) (Ay, AN) (Sy,5nf)

SN (Ay',ANf)

(Y. \E) (¥ \F)
(a) (b)
Figura 4.5: (a) Residual e componente de corregao, (b) incremento e sub-incremento.

Fonte: Adaptado de Krenk (2009)

Alternativamente, ao invés de ser utilizado o vetor de incrementos iniciais (Ay!,
AN f) como vetor normal, pode ser utilizado o vetor de incrementos atuais (Ay, AANf).
A condi¢ao para que o sub-incremento seja encontrado no hiperplano ortogonal aos

incrementos atuais é expressa da seguinte forma
(Ay, AXf) - (dy,0Mf) = 0, (4.42)

onde o simbolo (+) representa o produto escalar no espago combinado de carga e posigao.
A equagao (4.42) descreve a denominada restri¢ao do hiperplano nao linear ou atualizada.
O problema na equacgao (4.42) é que os incrementos de carga e de posi¢ao representam
quantidades fisicas diferentes e, portanto, tém unidades e escalas diferentes.

Segundo Krenk (2009), o problema das quantidades fisicas diferentes é, geralmente,
resolvido objetivamente, contabilizando as diferentes unidades envolvidas no vetor de
posicoes e no vetor de carga, mas negligenciando possiveis diferencas nos componentes
individuais em cada um desses vetores. Isso leva a um produto escalar com a seguinte

forma

(Ay, ANF)T - (0y, 0N f) = Ay 6y + BEANFTONF. (4.43)

onde [ é um fator de escala, utilizado para relacionar as escalas correspondentes de posi¢ao
e forca. Véarios trabalhos se dedicaram a discutir métodos apropriados para determinar
B, como por exemplo Schweizerhof e Wriggers (1986) e Al-Rasby (1991). No entanto, de
acordo com Krenk (2009), nenhum dos métodos discutidos apresentou superioridade, e
como afirmou Crisfield (1981), baseado em experiéncias numéricas, é mais adequado fixar
o comprimento incremental Al no espaco das posi¢oes. Essa consideracao corresponde em
adotar 8 = 0.

Substituindo a equagao (4.43) na equacao (4.40), o sub-incremento do fator de
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carga oA pode ser determinado por

) AyToyC
- AyToy" + BPANFT S

oA (4.44)

A restrigao linear é caso particular da condigao geral de restricao (4.31), e a
expressao para incremento do fator de carga d\ é um caso especial da expressao (4.40). No
caso da restri¢cao do hiperplano, a cada passo iterativo, o estado combinado posigao-carga
retorna ao superficie de restri¢ao, ou seja, ¢ = 0. A consideragao de fixar a condigao de
ortogonalidade a apenas a parte do espago referente a posicao, ou seja § = 0, corresponde
geometricamente a utilizar hiperplanos ‘verticais’ no espa¢o combinado posi¢ao-carga.

Nesse caso, a equagao (4.43) para hiperplano atualizado é rescrita como

AyToyC

(5)\ = —W, (445)
e para hiperplano fixo, como
(Ay")Toy“

4.4.2 Solugao preditora

A etapa de incremento inicial de carga e posigao (Ay!, AA!) para em seguida ser
executada a fase de iteracao, é chamada de solugao preditora. Na Figura 4.6 é ilustrada
a solucao preditora, pela qual é possivel notar que a direcao do preditor é tangente ao
caminho de equilibrio. Portanto, o acréscimo de posicao Ay' tem a mesma dire¢ao do vetor
Ayf = H-' f também tangente ao caminho de equilibrio (no espago de deslocamentos).

Dessa forma, os valores das solu¢oes preditoras podem ser determinados por

Al
1_
= im, (4.4.7)
Ayt = AN AyF. (4.48)

O sinal indefinido da solucao preditora (4.47) é devido ao fato de o preditor Ay!
poder ter ou nao o mesmo sentido do vetor Ay*. Se o incremento anterior ultrapassou um
ponto limite de carga, é possivel ser necesséario alterar a direcao do incremento de carga.

O problema esta ilustrado na Figura 4.7, onde o incremento de deslocamento Ay"!
da etapa de carga anterior, conecta dois pontos na curva de equilibrio. Na etapa atual,
é gerado o vetor tangente ao caminho de equilibrio Ayf. E importante garantir que
incremento de carga AA! aponte na direcao que continua a curva de equilibrio, como

mostrado na Figura 4.7 (a), ao invés de apontar para dire¢do contraria, como mostrado na

Figura 4.7 (b).
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Carga

ANLf

.
>

Posicao y

Figura 4.6: Fase de incremento.

Fonte: Adaptado de Lacerda (2014)

Ayn-l
Ayn—l

Ay*

(Ay™)T3y* >0 (Ay™)T5y* <0
(a) (b)

Figura 4.7: (a) Ay’ aponta no sentido de avan¢o no caminho do equilibrio. (b) Ay?
aponta no sentido contrario ao sentido de avango no caminho do equilibrio.

Fonte: Adaptado de Krenk (2009)

De acordo com Feng, Peric e Owen (1995), uma implementagao simples e efetiva
para determinar o sentido do preditor corretamente é expressa pela checagem da seguinte
condicao

(Ay" Ayt <0) (4.49)

isto &, se a condicao for verdadeira, o vetor Ay’ tem sentido contrario ao sentido do
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avanco da curva de equilibrio, portanto, o preditor deve ter sentido contrario a Ay, sendo

necesséario adotar sinal negativo na equacao (4.47),

. A

== (4.50)
[Ay”|

A inversao do sinal é relevante apenas na primeira etapa de previsao, uma vez que
o processo seguinte é dirigido pelos sub-incrementos.

O algoritmo de comprimento de arco utilizando a restricao de hiperplano fixo é
apresentado no algoritmo 5. A estrutura é muito semelhante a do método de incrementos

por posicoes utilizando o método de Newton-Raphson modificado.

Algoritmo 5: Método do comprimento de arco
Input: y°; Al°;
A0 =0; Ay =0; AN =0;
for n=1 ton,,,, do
H" = 0fmt(y1)/0y;
SyF = (H™) 1 AN f:
AN = &by
if (Ay"1)T-dy" <0 then AN" = —AN";;
Ayl = ANy
Aym = Ay!
gn — fznt(yn + Ayn) _ ()\n + A)\n)f7
for t =1 to t,,,, do
SyC = —H (D glt-1).
0N = —(Ay")" -6y /(Ay")" - 6y";
oyt=0yC + o\ oyl
Ay'= Ay'' + oy
ANt = AN+ N
g' ="y + Ay') - (A" + AN f;
if ||g| < tol |A\"f| then break;

end
Yy =y"+ Ay’
A= AP+ ANE

Al = Al=t (N /)™
Output: y™; \";
end
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4.5 Aplicacoes numéricas

Nessa secao serao apresentados alguns exemplos de trelicas espaciais que apresentam
efeitos de instabilidade quando carregadas, com a finalidade de ilustrar as técnicas de
continuacao, descritas nesse capitulo, em conjunto com o método dos elementos finitos

posicional.

4.5.0.1 Trelica de Von Mises

O primeiro exemplo ¢ a trelica de Von Mises (Figura 4.8), a qual é composta por
duas barras simétricas de igual area. A trelica apresenta comportamento nao linear na
presenca de tensoes compressivas e esté sujeita a instabilidade por efeitos de snap-through.
Foram utilizadas as seguintes propriedades geométricas e material: Lg = 10, 6 = 10° e
EA=1.

AP ‘
\l
N
7| o
s v S
rad O 1 \\
Pl AN B
e 3 ~
ho o ) .
s S
> 5
s a ~ \\\
/ RSN
P X
P <,/// y ] 2 \;\
\ Y
NN\ 10 AN

Figura 4.8: Trelica de Von Mises na posicao inicial e deslocada.

Fonte: Autor.

A carga é aplicada no topo da estrutura, a qual possui apenas um grau de liberdade
vertical na direcao da aplicacao do carregamento. Nesse exemplo, é considerado apenas
deformacao axial nas barras, que sao impedidas de fletir permanecendo retas durante
carregamento. O sentido da forga externa independe da configuracao da estrutura e o
material é considerado eléstico linear.

Inicialmente, a anélise é realizada utilizando o método de Newton-Raphson por
controle de forca e comparada com a solucao analitica apresentada em Psotny e Ravinger
(1991), conforme mostra a Figura 4.9. E evidente a descontinuidade da solugao numérica
ao se atingir o ponto critico (ponto 1) da trajetoria fundamental, proprio da instabilidade
por snap-through. O carregamento relacionado a esse ponto é chamado carga limite e
representa a méaxima forga que a estrutura suporta em regime estavel de equilibrio estatico.
Apo6s o ponto limite, a configuragao de equilibrio é atingida com a inversao da inclinagao
da barra (ponto 3), que ocorre de maneira dinamica e abrupta.

Para que as posicoes da estrutura no trecho instavel possam ser descritas é necessério
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Figura 4.9: Solucao por Newton Raphson com controle de forga
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Fonte: Autor.

que o algoritmo de solucao seja apto a controlar os deslocamentos do né6 em que o

carregamento é aplicado. Introduzindo essa metodologia no algoritmo de Newton-Raphson,

¢ obtida a solucao por controle de deslocamento. Na Figura 4.10 é apresentada a solugao

por controle de deslocamento, em que é notoério a capacidade do algoritmo de continuar

além dos pontos limites e tragar toda a trajetoria de equilibrio.

For¢a P (103)

0 0,5 4 1,5

——Solugdo analitica

2 2,5 3 3,5
Deslocamento

<& Controle de deslocamento

Figura 4.10: Solugao por Newton Raphson com controle de deslocamento

Fonte: Autor.

E notéavel em ambas figuras, o efeito do ajuste automatico do valor do incremento.

No comeco da analise os pontos estao mais proximos, pois o incremento inicial era pequeno.

A medida que o equilibrio era encontrado para cada incremento necessitando de poucas

iteragoes, o incremento aumenta e os pontos se tornam mais afastados. Na sequéncia,
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dando continuidade as anéalises, sao apresentados mais trés exemplos com a finalidade de
demonstrar a necessidade de melhorar o algoritmo de solugao, principalmente, diante da
possibilidade de ocorréncia de efeitos de snap-back. Esses exemplos sao mostrados com a
motivagao de apresentar a necessidade de implementacao de técnicas do tipo path-following

em anélises nao-lineares.

4.5.0.2 Domo tridimensional hexagonal

O segundo exemplo é uma treliga espacial preposta por Bonet, Gil e Wood (2017),
a qual consiste em um domo tridimensional formado por pontos de um hexagono. Na
Figura 4.13 ¢ apresentada a geometria da estrutura, os dados do material adotado e o
ponto de aplicacao do carregamento, no apice da cupula. Os nés da base sao travados

contra translagao e liberados para rotacao.

E = 8,0F7
A=1,0
r,=250
r,=50,0
h, = 6,216
h = 8,216

2

Figura 4.11: Domo hexagonal com 24 elementos

Fonte: Adaptado de Kzam (2016)

Considerando a limitacao do método de NR por controle de forca, na Figura 4.12
¢ apresentada apenas resultados da analise utilizando método de Newton-Raphson por
controle de deslocamentos, em comparacao é mostrado o caminho completo da curva
carga-deslocamento obtido por Bonet, Gil e Wood (2017). Como é possivel verificar
na Figura 4.12, o controle por deslocamentos descreve a trajetoria de equilibrio apenas
enquanto os deslocamentos sao crescentes, ignorando os pontos seguintes a uma inversao
de sentido dos deslocamento, ou seja, o fenémeno de snap-back. Esse ponto é caracterizado
pela ocorréncia de tangente vertical a trajetoria.

Na Figura 4.13 sao apresentados os resultados da anélise nao-linear com método do
comprimento de arco, comparada com o caminho completo de equilibrio desta estrutura.
Com essa técnica foi possivel ultrapassar os pontos criticos e descrever o caminho total

mesmo na presenca de snap-through e snap-back.
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10,0

Forca P (105)
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Deslocamento

Bonet, Gil, Wood (2017) ¢ Controle de Deslocamentos

Figura 4.12: Trajetoria de equilibrio obtida no ponto de aplicacao do carregamento,
determinada através de Newton Raphson com controle de deslocamento

Fonte: Autor.

10,0

Forga P (10%)

0 5 10 15 20
Deslocamento
Bonet, Gil, Wood (2017) O Arc-Length

Figura 4.13: Trajetoéria de equilibrio obtida no ponto de aplicagao do carregamento,
através do método do arc-length

Fonte: Autor.

4.5.0.3 Trelica de 12 barras

Esta treliga foi apresentada em Krenk e Hededal (1995), no qual foi utilizado o
método chamado de ortogonal residual quasi-Newton e em Krenk (2009) onde foi utilizado
o método de arc-length com restricao do hiperplano. Este exemplo é caracterizado pelo
caminho de equilibrio complexo devido a ocorréncia de varios snap-throughs e snap-backs.

A geometria da estrutura é mostrada na Figura 4.14.



64 Capitulo 4. Método de solugao numérica

l 1.5F7 v

Figura 4.14: Trelica espacial com 12 barras.

Fonte: Krenk (2009)

A treliga é composta de 12 barras de igual rigidez EA=1. Os nos da base sao fixos
e a deformacao da estrutura é caracterizada pelos dois componentes de deslocamento v, w,
mostrados na Figura 4.14. No n6 central do topo é aplicada uma carga de magnitude F’,
enquanto nos dois noés vizinhos do topo recebem uma carga com magnitude de 1,5F". Na
Figura 4.15 e Figura 4.16 sao apresentadas as trajetorias de equilibrio nos nés, obtidas
através do método arc-length com restrigao do hiperplano, e comparados com os valores
de Krenk (2009).

0,1
0,08
0,06
0,04
0,02

r¢a

£-0,02
-0,04
-0,06
-0,08
0,1
-0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5

Deslocamento
——Krenk (2009) O Arc-Length

Figura 4.15: Caminho de equilibrio no grau de liberdade w.

Fonte: Autor.

O caminho de equilibrio mostrado nas figuras foi tracado com um total de 77
passos de incremento. Foi utilizada tolerancia igual a 1075 e nimero maximo de iteragoes
por incremento igual a NIy;,,=10. O comprimento de arco inicial é igual ALy = 0,1
e os restantes sao ajustados automaticamente com w = 0,5 e Ny = 2. Foi utilizado

Newton-Raphson modificado, o qual nao apresentou nenhum problema de convergéncia.



4.5 Aplicagoes numéricas 65

Deslocamento
——Krenk (2009) o Arc-Length

Figura 4.16: Caminho de equilibrio no grau de liberdade v.

Fonte: Autor.

No entanto, ao testar rodar o algoritmo com full Newton-Raphson ocorreram problemas de
convergéncia, interrompendo o algoritmo antes de obter o caminho de equilibrio completo,

assim como constatou Krenk (2009).

4.5.0.4 Domo de Schwedler

O exemplo domo de Schwedler foi extraido de Krishnamoorthy, Ramesh e Dinesh
(1996) e os dados usados sao iguais aos estudados por Kzam (2016). A estrutura possui 264
barras de trelica, cujas dimensoes e propriedades do material estao ilustradas na Figura
6.11. Nas Figura 6.12 e Figura 6.13 é apresentada a trajetoria de equilibrio da estrutura

resultados da anélise por controle de forca, controle de deslocamento e arc-length.

iy
iz
iy
P E=2% 10"
— ~ — A = 10,0032
g = d, =1756 b =179
2 hy =147
hy =101
: hy =031
i H [
i * i ,IIP

Figura 4.17: Geometria e propriedades do material do Domo de Schwedler.

Fonte: Kzam (2016)
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Novamente observa-se que o controle de forca é capaz de determinar a trajetoria
apenas até os pontos limites que precedem os efeitos de snap-through. Ja com o controle de
deslocamento ¢é possivel tracar a trajetoria além nos pontos limites tracando-se a curva nos
ramos de equilibrio instavel, no entanto, a analise nao segue além dos pontos de retorno,
nao sendo possivel identificar a reversao de sentido do caminho de equilibrio.

O caminho de equilibrio completo foi obtido utilizando o arc-length, como mostrado

na Figura 4.19.
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Figura 4.18: Caminho de equilibrio do Domo de Schwedler.
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Figura 4.19: Caminho de equilibrio do Domo de Schwedler com técnica de comprimento
de arco.



Capitulo 5

Analise Termoestrutural

Uma analise termoestrutural em situagao de incéndio consiste fundamentalmente
na analise do comportamento da estrutura durante a elevacao da temperatura, em que sao
considerados os efeitos da acao térmica. A reacao estrutural acontece pelo desenvolvimento
de deslocamentos, deformacoes e tensoes devido a degradagao das propriedades mecanicas e
da dilatagao térmica no material provocadas pelo aumento da temperatura (RIGOBELLO,
2011).

No presente trabalho a distribuicao de temperaturas na secoes das barras seré
considerada constante devido se tratarem de barras com segoes vazadas com paredes
relativamente finas ou se¢oes macigas com segoes consideravelmente pequenas.

O objetivo deste capitulo consiste em apresentar os conceitos envolvidos em relacao
aos efeitos térmicos no aco e como o comportamento da estrutura ¢é influenciado quando

sujeita a elevadas temperaturas.

5.0.1 Caracteristicas do acoplamento proposto

De acordo com Wang (2002), o comportamento global de um elemento de ago
uniformemente aquecido, sem qualquer restricao a dilatagao, é simples e idéntico ao de um
elemento a temperatura ambiente. Ao avaliar o comportamento do elemento estrutural, a
Unica consideracao adicional é que deve ser usada a resisténcia e a rigidez reduzidas do
aco devido as temperaturas elevadas.

A estratégia adotada neste trabalho para analise termoestrutural pode ser dividida
em duas fases. A primeira fase consiste numa analise térmica quee ocorre apenas uma
vez durante o processo. Nessa fase, é aplicada a temperatura, ou seja, sao atualizadas
as propriedades mecanicas (resisténcia e rigidez) e térmicas (alongamento relativo) dos
materiais em funcao da temperatura para serem considerados na analise estrutural. Na
segunda fase é realizada a analise mecéanica, na qual sao obtidas as deformacoes e tensoes

devido ao carregamento externo aplicado. Nessa fase, a deformacao térmica obtida na

67



68 Capitulo 5. Anélise Termoestrutural

primeira etapa é invaridvel e é somada a deformacao mecénica para compor a deformagao

total. Desse modo, o resultado térmico influencia o mecanico mas a volta nao é considerada.

Em resumo, neste trabalho a analise termoestrutural pretende avaliar o diagrama
tensao-deformagao quando toda a estrutura estd sujeita a determinada temperatura,
avaliando as alteragoes das tensoes limite de flambagem e plastificacao, assim como

comportamentos inelasticos, que serao abordados nas proximas secoes.

5.1 Propriedades do aco em temperaturas elevadas

Quando uma estrutura de ago é exposta ao fogo, a elevacao da temperatura do
material provoca reduc¢ao em suas propriedades mecanicas. O aco se torna mais fraco e
mais flexivel. A elevacao da temperatura também causa deformagoes térmicas através
da expansao térmica, que dependendo do grau de restricao do elemento se convertem em

alongamento do material ou em tensoes internas.

Essas mudancas levam a varios fendmenos observados em diferentes testes de
incéndio. Portanto, para entender o comportamento complexo de uma estrutura de ago
sob condigoes de incéndio, é necessario avaliar as propriedades do material a temperaturas
elevadas. Elas incluem reducgoes na resisténcia e rigidez e alteragoes nas relagoes tensao-
deformacao do ago (WANG, 2002).

5.1.1 Relacao constitutiva do aco em temperaturas elevadas

O EN 1993-1-2 (2005) apresenta, baseado em um extenso programa de ensaios
experimentais de tragao em escala reduzida realizada pela British Steel Corporation
(KIRBY; PRESTON, 1988), fatores de redugao para a resisténcia ao escoamento (k,r),
para o limite de proporcionalidade (k, r) e para o moédulo de elasticidade (kk r) em funcao

da temperatura. A resisténcia ao escoamento ¢é relacionada a deformacao limite de 2%.

Os fatores de reducao da relacao tensao-deformacao de acos estruturais do EN
1993-1-2 (2005) sao apresentadas na Tabela 5.1, na qual, f, é a tensdo de plastificagdo do
aco a 20°C; f, 1 ¢ a tensao de plastificacao do ago a uma temperatura 7'; K ¢ o moédulo de
elasticidade do aco a 20°C; f, r é a tensao limite de proporcionalidade 7" e K7 ¢ o médulo
de elasticidade de agos laminados a uma temperatura 7. Os dados da Tabela 5.1 sao aqui

representado de forma gréafica nas curvas mostradas na Figura 5.1.

A norma EN 1993-1-2 (2005) fornece um modelo constitutivo para analise de
estruturas em situacao de incéndio. O estado limite do componente é determinado pela
redugao matemaética da capacidade de carga do aco versus a temperatura do ago, mostrado

na Figura 5.2.
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Tabela 5.1: Reducao das propriedades de agos estruturais em funcao da temperatura.

R I
20°C 1,000 1,000 1,000
100°C 1,000 1,000 1,000
200°C' 1,000 0,807 0,900
300°C 1,000 0,613 0,800
400°C 1,000 0,420 0,700
500°C 0,780 0,360 0,600
600°C 0,470 0,180 0,310
700°C 0,230 0,075 0,130
800°C' 0,110 0,050 0,090
900°C’ 0,060 0,0375 0,0675
1000°C' 1,040 0,0250 0,0450
1100°C 0,020 0,0125 0,0225
1120°C 0,000 0,0000 0,0000

Fonte: EN 1993-1-2 (2005).
1.0

0.8 1

=
o

=
.

Fator de reducio

=
[

O.D T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200
Temperatura (*C)

Figura 5.1: Fatores de reducgao das propriedades do aco em funcao da temperatura.

Fonte: Rigobello (2011).

O modelo constitutivo é uniaxial e estruturado em quatro se¢oes. A tensao é
determinada como fungao explicita do esfor¢co mecanico. Inicialmente, um trecho linear

varia da tensao zero até o limite de proporcionalidade f, 7. A inclinacao desse trecho é
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Figura 5.2: Modelo qualitativo do (EN 1993-1-2, 2005) para descrever a relagao
tensao-deformacao para aco carbono com temperatura 7.

Fonte: Franssen et al. (1996).

igual ao modulo elastico Kr, que é degradado a medida que a temperatura do ago aumenta.
O segundo trecho nao linear ap6s o limite de proporcionalidade é parte de uma elipse,
construida para que seja tangente ao ponto final da linha inicial (f,7,e,7) e tangente a
reta que descreve a plastificacdo, a qual tem inicio na abscissa de deformacao igual a 2% e
ordenada de tensao igual ao valor da tensao de plastificagao f, 7. A reta horizontal de
plastificacao se estende da deformacao de plastificacao até deformacao de ruptura e r,
correspondente a deformacao de 15%. O quarto trecho é reta inclinada, que se estende da
deformacao limite de ruptura e, até a deformacao €, 1, correspondente a deformacao de
20%.

Na Tabela 5.2, proposta pelo EN 1993-1-2 (2005), estao apresentadas as fungoes
matematicas que descrevem os quatro trechos da Figura 5.2. Estas equagoes foram
formuladas para que permanecam continuas nos pontos de transi¢ao entre equagoes. Com
finalidade de ilustragao, na Figura 5.3 sao apresentadas as curvas tensao-deformacao
obtidas com as equagoes da Tabela 5.2 para uma faixa de temperatura de 20 °C a 1000 °C
e considerando a¢o com resisténcia ao escoamento igual 250 MPa.

Como é possivel observar no diagrama correspondente & temperaturas entre 20 °C e
100 °C, o valor da tensao efetiva de escoamento e do limite de proporcionalidade sao iguais,
de modo que nao existe faixa elastica nao linear. A elevada degradacao da resisténcia
do aco a altas temperaturas fica evidente pela Figura 5.3, apenas 23% da resisténcia a
temperatura ambiente permanece a 700 °C. A 800 °C, é reduzida para 11% e a 900 °C,
para 6%.
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Tabela 5.2: Equagoes e parametros para obtencao dos diagramas tensao-deformacgao para
os agos estruturais em temperaturas elevadas.

Intervalo de B
- Tensao o Moédulo tangente
deformacgoes ¢
e<epr eKr Ky
) Z
Epr <E<EYT for—c+ (bla)[a® - (e, 1 —€)?]%? - (eyr—¢) 205
afa? = (eyr —€)*]”
EyT SESELT fy’T 0
€7 <E<EuT for[1=(e-eur)/(eur —€01)] -
E=EyT 0,00 -
Parametros e=for/Kr €,7=0,02 &7=0,15 ¢c,7=0,20
a* = (ey7 —€pr)(eyr —Epr +¢/KT)
Fungoes
b% = c(eyr —pr)Kr + 2
c= (fy,T_fp,T)2
(eyr —ep)Kr = 2(fyr — for)
Fonte: EN 1993-1-2 (2005)
O (MPa) 4
<100 °C
250 :
200°C :
TITI I O Ot ot SO SRRSO
150 |l e e
IDU . R | TS, ST —————
ETITE | O S SO T s
1000°C |
0 ‘ ‘ : >
0 0,005 0,01 0,015 00z &

Figura 5.3: Relagoes tensao-deformagao para aco f,=250 MPa e deformagoes<2%.

Fonte: EN 1993-1-2 (2005).
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Neste trabalho, assim como em Zhou, Cardoso e Bahai (2019), sera considerado
que a plastificacao inicia no limite de proporcionalidade, ou seja, o valor efetivo da tensao
de plastificagao f, 1 seré igual ao valor da f, r. Dessa forma, a diminuicao da f,  com o
aumento de temperatura ocorrerd em fungao do fator £,. Além disso, como propoe Zhou,
Cardoso e Bahai (2019), o modelo material de encruamento para a¢o carbono proposto
pelo EC3 que descreve o trecho nao linear e o trecho de plastificagdo pode ser substituido,
convenientemente, por uma s6 equacao que descreve o escoamento do material. Através
de aproximagao pelo método dos minimos quadrados dos dados da Figura 5.3 utilizando a

lei de Voce, os autores obtiveram a seguinte equacao
fy,T = fy07T tlr* [1 - 61‘p(—5T€_p)], (51)

onde fyor € a tensao de plastificacdo inicial (igual a tensdo limite de proporcionalidade)
na temperatura 7" e €, é a deformagao plastica acumulada. Os parametros vy e or
sao constantes do material, dependentes da temperatura, obtidos pela estratégia de

aproximacao e seus valores estao apresentados na Tabela 5.3.

A Figura 5.4 mostra as curvas de tensao-deformacgao do ago carbono para tempera-
turas elevadas, onde as linhas so6lidas representam os valores correspondentes as equagoes
do EC3 e, em tracejado sao representadas as curvas obtidas usando a equacao aproximada
(5.1). Nos diagramadas apresentados, é omitida a parte elastica das curvas, sendo de
interesse apenas os trechos com deformacoes plasticas. O ponto zero no eixo vertical é

correspondente a deformacao de plastificacao e a respectiva tensao de plastificacao.

Tabela 5.3: Coeficientes de aproximagao das curvas tensao-deformacao do EC3 para ago

carbono.

Temperatura (°C) \ vr \ or

20°C 0,0 -

100°C 0,0 -
200°C 48,1 168.5
300°C 90,9 187,8
400°C 133,6 198.5
500°C 114,6 197,8
600°C' 87.8 206,2
700°C 48,3 213,9
800°C' 23,7 202,5
900°C' 13,1 195,9
1000°C' 8,9 196,1
1100°C' 0,9 196,3

1120°C - -

Fonte: Zhou, Cardoso e Bahai (2019).
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Figura 5.4: Curva tensao-deformacao do EC3 e aproximacgao por métodos dos minimos
quadrados.

Fonte: Zhou, Cardoso e Bahai (2019)

5.1.2 Expansao térmica

Expansao é a tendéncia de um material alterar seu volume enquanto a temperatura
aumenta. Isso faz com que os membros obtenham aumentos de volume e comprimento.
Enquanto a material é aquecido, suas particulas comecam a se mover cada vez mais
rapidamente e aumentam o volume.

O quanto determinado material alonga em determinada temperatura é definido
pelo coeficiente de dilata¢ao térmica «(7T)*. Ele mede a altera¢ao no comprimento por
grau, obtido pela divisao do alongamento relativo AL/L pelo aumento da temperatura

AT'. Nesse trabalho é empregado o coeficiente linear de dilatacao, dado pela equacao

1 AL(T)
(T-Typ) I

ap(T) = (5.2)
onde T' é a temperatura do aco, Ty ¢ temperatura de referéncia (20°°C), L comprimento do
elemento na temperatura de referéncia e AL(T') alongamento térmica na temperatura 7.

O alongamento relativo para o aco depende da temperatura e pode ser obtido pelas
equagoes propostas no EN 1993-1-2 (2005), descritas abaixo e representadas graficamente

na Figura 5.5.
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— para 20°C < T < 750°C

AL/L=1,2x10T +0,4x 10772 - 2,416 x 1074 (5.3)

— para 750°C < T < 860°C
AL/L=1,1x1072 (5.4)

— para 860°C < T < 1200°C

AL/L=2x10°T-6,2x 107 (5.5)
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Figura 5.5: Alongamento relativo AL/L para o a¢o em fungao da temperatura.

Fonte: EN 1993-1-2 (2005).

Determinado o coeficiente linear de dilatacao térmica com a equagao 5.2, conside-
rando isotermia em um elemento barra, a deformacao térmica ;, pode ser determinada

por meio da expressa dada por
Eth = (T—Tref)oz(T) LT (56)

De acordo com Rigobello (2011), os alongamentos relativos, como aqueles apresen-
tados por meio da curva da Figura 5.5, sao deformacoes de engenharia e, € correspondem
diretamente a deformagao térmica 4, em uma dada temperatura. Como descrito na se¢ao
3.1.6, neste trabalho a medida de deformacao adotada é a deformacao de Green-Lagrange,
pois é uma medida de deformacao Lagrangiana e apropriada para grandes deslocamentos.

Portanto, as deformagoes térmicas devem ser expressas em relagao a deformacao de Green.
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Diante disso, ¢ estabelecida uma relacao entre as deformacoes de engenharia €., com as
deformagoes de Green E, expressa como
2

£
E=copy+ % (5.7)

Com base na equagao (5.7), a expressao (5.2) para determinar o coeficiente de
dilatagao térmica do material eg(7T"), a ser utilizado para determinar as deformagoes

térmicas, pode ser reescrita em relacao as deformagoes de Green, como

a*c(T)? (T = Trey)

ap(T) =a®(T) + 5 (5.8)
Portanto, a deformacao térmica é calculada por
Ey, = (T = Trep) ap(T)LT (5.9)

A conexao entre o problema mecéanico e térmico se da basicamente pelo papel que
as deformagoes térmicas desempenham na obtencao das deformacoes totais. Assim, o
proximo topico é discutido de que forma sao consideradas as deformagoes térmicas neste
trabalho.

5.2 Consideracoes a respeito das deformacoes térmicas

A resisténcia ao fogo de qualquer estrutura também esta bastante relacionada
ao grau de hiperestaticidade da estrutura e se for estaticamente determinada ou nao
estaticamente, uma vez que a expansao térmica e o calor podem criar forcas axiais
diferentes ou ajudar a criar rotulas plasticas e redistribuir as resisténcias da estrutura.

Em materiais isotropicos, a variacao da temperatura causa expansao térmica
uniforme em todas as diregdes. De acordo com Zhou, Cardoso ¢ Bahai (2019), ¢ um
fato comprovado experimentalmente que como resultado do aumento ou diminui¢ao da
temperatura, um sélido material livre de tensoes externas, ird sofrer alongamentos relativos,
mas sem nenhuma deformacao angular. As deformacoes induzidas pelas variagoes térmicas
podem ser impostas as deformagdes mecanicas (resultantes de tensao) desde que nao
ocorra variagao na temperatura como consequéncia da deformacao do material. Portanto,
segundo Usmani et al. (2001), a relagdo fundamental que governa o comportamento de
estruturas submetidas a efeitos térmicos estabelece que a deformacao total do material

consiste em uma parte mecanica e outra parte térmica, a qual pode ser expressa por
Etotal = Em + Eth (510)

Tal decomposi¢ao da deformacao é chamada do tipo aditiva, sendo uma simplificacao
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que reduz consideravelmente os calculos quando comparada ao modelo multiplicativo.
Quando a analise se limita a hipoétese de pequenas deformagoes, a decomposicao aditiva
é aceitavel, no entanto, para grandes deformacoes deve ser utilizada a decomposi¢ao

multiplicativa. Maior profundidade neste assunto pode ser encontrado em Pascon (2012).

As deformagoes totais (Fie) influenciam o estado de deformagoes da estrutura
por meio das consideracoes cineméticas ou de compatibilidade. Por outro lado, o estado de
tensdo (5) na estrutura, em regime elastico ou plastico, depende somente das deformagoes
mecanicas. Isso significa que, se um material nao estiver submetido a restri¢oes no contorno
e nem a carregamentos externos, as deformagoes térmicas nao irao contribuir diretamente
para deformagoes elasticas ou plasticas, estando livres para se desenvolverem de maneira
irrestrita, resultando em expansao axial. Nesse caso, nao ha deformagao mecanica e por
consequéncia nao héd mudanga no estado de tensao. Por exemplo na Figura 5.6, a viga
¢ aquecida uniformemente por AT, e, como uma das extremidades é livre (apoiada em

rolete), a deformagao térmica toma forma de expansao no comprimento da viga.

Figura 5.6: Aquecimento uniforme de uma barra simplesmente apoiada.

Fonte: Usmani et al. (2001).

Nesse caso, as deformagoes e tensoes sao escritas como

AEtotal = AEHu
AE,, =0==0, (5.11)
Etotal = Eth'

Em contrapartida, ainda que nao haja carregamento externo mas existam restricoes
no contorno que impecam quaisquer expansoes térmicas, as deformacoes totais permanecem
nulas. Nesse caso, sao desenvolvidas deformagoes mecanicas que resultam subsequentemente
em mudangas no estado de tensao. Se na viga da Figura 5.6, a extremidade apoiada for
substituida por uma restricao axial e, novamente aquecida uniformante por AT, é evidente
que a deformacao total seré zero. Isso é porque a expansao térmica sera cancelada pela
contracao de igual intensidade causada pela forca P geradas pelas restricbes. Membros
cujas extremidades estao restritas contra translacao produzem deformacoes mecanicas
contrarias as expansoes térmicas e, portanto, geram consideraveis tensoes normais de

compressao.
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Figura 5.7: Aquecimento uniforme de uma viga restrita axialmente.

Fonte: Usmani et al. (2001).

Nesse caso, as deformagoes e tensoes sao escritas como

AFi4a1 =0
AE=AE,, + AEy, = AE,, + AEy;, =0
= AFE,, = -AE}, (5.12)
AS %0
E,=-E

Nessa situacao, se a temperatura é permitida crescer indefinidamente, uma viga

pode ter duas respostas bésicas diferentes, dependendo de seu indice de esbeltez:

1. Se a viga for curta, a tensao axial ird aumentar até atingir a tensao de plastificacao
(Sy) e se o material tiver a relagao tensao-deformacao elasto-plastica, continuara a

plastificar sem aumentar a tensao, mas ird acumular deformacao pléstica.

2. Se a viga for esbelta, entao ird flambar quando o material atingir a tensao de
plastificacao e a expansao térmica continuard a se acomodar em forma de deflexao

(0) no meio do vao da viga, como mostra a Figura 5.8.

P \M ‘6 A Fa

Figura 5.8: Flambagem de uma viga com aquecimento uniforme de AT

Fonte: Usmani et al. (2001)

Os casos de plastificacao e flambagem citados representam os comportamentos
fundamentais de vigas axialmente restringidas sujeitas a expansao térmica e podem ser
utilizados na anélise estrutural como critérios de falha do elemento, situacao em que o
material perdeu a capacidade de suportar carregamentos. Cada efeito pode ocorrer por
si 86 ou em conjunto em comportamentos mais complexos de plastificacao e flambagem
simultaneos.

As deformacoes térmicas em uma estrutura dependem, além das condigoes de
contorno iniciais, das caracteristicas do incéndio. Os denominados incéndios localizados

aquecem alguns elementos da estrutura, tendendo a expandi-los enquanto o restante da
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estrutura permanece rigida, restringindo as deformagoes térmicas e produzindo tensoes que
se somam as tensoes geradas pelos carregamentos externos e peso préprio. Por exemplo,
na Figura 5.9 ocorre um incéndio localizado, onde os efeitos do fogo atua em apenas uma
coluna devido a compartimentacao ou a natureza localizada do incéndio. Em consequéncia
da restricao da expansao térmica provocada pelo restante da estrutura, a forca axial na
coluna ird aumentar com o aumento da temperatura. A taxa de crescimento da forga axial
ird depender da rigidez dos membros vizinhos da coluna (FRANSSEN, 2000).

FIRE[ZONE

Figura 5.9: Incéndio localizado.

Fonte: Franssen (2000).

Alguns pesquisadores analisaram a situagao numericamente e propuseram equagoes
simples para estimar o aumento da forca axial induzida pelas restri¢oes axiais provocadas
pelos elementos vizinhos (WANG; MOORE, 1994). Franssen (2000) propos a seguinte

equagcao,

R
AN=—F—K - Ae,,)L 1
KC/KCO+R C(Eth 5m) cy (5 3)
onde
K
R=-—2 5.14
Kco’ ( )

AN ¢é o acréscimo de forca axial na coluna, K. é rigidez da coluna na temperatura atual, K,
¢ rigidez da coluna em temperatura ambiente, K, é a rigidez do restante da estrutura e L.
é o comprimento da coluna. A dificuldade consiste em determinar um valor representativo
de K, que implica na resolugao iterativa de sistemas de equagoes com muitas variaveis.
Se no entanto, toda a estrutura for aquecida simultanéamente em uma igual taxa,
todos os membros irao expandir livremente de modo igual sem gerar tensoes térmicas
(FRANSSEN, 2000). Na Figura 5.10, todo um pavimento esté sujeito a uma mesma
variagao térmica e as colunas destacadas irao expandir em igual taxa, evitando forcas

térmicas. Dessa forma, a falha da estrutura ird ocorrer somente quando a temperatura
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aumentar de tal forma que a degradacao do material nao permita que as colunas suportem

a carga estrutural inicial.

FIRE ZONE

Figura 5.10: Colunas sujeitas a mesma temperatura.

Fonte: Franssen (2000)

E evidente que incéndios localizados levam mais rapidamente membros aquecidos
a plastificacao e/ou flambagem do que incéndios generalizados, devido ao maior grau de
restrigoes. A falha nao ocorre necessariamente quando a forga axial na coluna atinge seu
valor maximo, mas, na maioria das vezes, quando a forca comeca a diminuir devido ao
fato de que a perda de rigidez da coluna se torna predominante em comparagao com o

alongamento térmico.

De acordo com Franssen (2000), a respeito de colunas e podendo ser extendido a
outros elementos estruturais, a falha de um elemento individual nao causa necessariamente
a falha da estrutura. Devido a restribuicao dos esforgos, a parte do carregamento que
a coluna nao pode mais suportar depois da falha, passa a carregar os elementos e a
estrutura se acomoda em outra posicao de equilibrio. Nesse momento, a matriz de rigidez
da estrutura passa deixa de ser positiva, o que torna impossivel um programa numérico
continuar a anélise além da falha local sem um método de continuacao, como o método do

comprimento de arco.

O mesmo autor analisou analiticamente uma estrutura em situagao de incéndio
localizado através de um modelo simplificado, mostrado na Figura 5.11, utilizando a
equagao 5.13. Nesse sistema, a mola representa a rigidez do restante da estrutura Kj,
alterada a cada simulagéo, fazendo a rigidez relativa R variar de 0 (sem restrigao) a infinito

(totalmente restrito). O modelo material adotado foi o do EC3.

A barra esta sujeita a uma carga axial externa inicial de 50 kN, que nao varia
durante o ensaio, dessa forma, a evolugao da forca axial na barra seréd influenciada apenas
pelas restri¢goes. A figura 5.12 mostra, para seis diferentes graus de rigidez, a evolugao da

for¢a axial em funcao da temperatura, considerada uniforme na barra.
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Ks

gl

Figura 5.11: Modelo simplificado de uma coluna com restri¢oes axiais.

Fonte: Franssen (2000).
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Figura 5.12: Evolucao das forcas axiais em analise de colunas com temperatura crescente.

Fonte: Franssen (2000).

Na primeira simulagdo nenhuma restrigao foi considerada (R = 0). A forca axial
permanece constante e a coluna falha por plastificagdo em uma temperatura de aproxima-
damente 650°C. Nas outras simulagoes, em que as restri¢coes sao consideradas, a forca axial
cresce progressivamente com a elevacao da temperatura, pois, o aumento da temperatura
implica em maior tensao interna na coluna devido a tendéncia de expansao do material. A
certa temperatura ocorre flambagem da coluna e uma parte da carga que ela suportava
seré suportada pela mola.

Se a coluna foi projeta para suportar 50 kN, o restante da estrutura nao estara
em perigo se, mesmo apoés a flambagem, a coluna puder suportar pelo menos 50 kN.
Como pode ser observado na figura, apos flambagem do elemento com restri¢ao infinita, a

temperatura pode continuar aumentando muito até que a forga de suporte caia para valor
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inferior ao projetado. Ou seja, a coluna podera ser solicitada mais até que ocorra a falha.

Da discussao a cima fica evidente que o efeito das restrigoes nas extremidades é um
fator crucial na resposta de elementos sujeitos a carregamentos térmicos. Em resumo, as
deformagoes térmicas se manifestarao como deslocamentos se nao forem restringidas ou

como tensoes se forem contidas por deformacoes mecéanicas geradas por forgas restritivas.

5.3 Aplicacoes

Nesta secao serao aplicados os conceitos sobre efeitos de temperatura apresentados
neste capitulo, utilizando o MEFP e o método incremental-iterativo do comprimento
de arco. Serao realizadas apenas andlise elasticas com a finalidade de demonstrar a
resposta estrutural devido a degradagao do material. Analises inelasticas serao realizadas

na proxima secao.

5.3.1 Trelica de Von Misses

Para aplicar a formulacao apresentada nesta segao, foi analisada a trelica de Von
Misses, apresentada no item 4.5.0.1. A distribuicao de temperaturas é considerada uniforme
em toda estrutura e nao ha variacao de temperatura dentro de uma analise. O modulo de
elasticidade se degrada em funcao da temperatura, conforme modelo do EC3. Inicialmente,
é considerado apenas regime elastico.

Os dois elementos que compoem a estrutura possuem igual érea e igual comprimento
com as seguintes propriedades: K = 18000 kN/cm?, A =10cm?, e L° = 50cm. A trelica
mostrada na Figura (4.8) foi analisada para dois angulos de inclinagao, 6 = 30° e 6 = 5°.

As curvas de carga-deslocamento calculadas para a treliga com 6 = 30° e 6 = 5°,
sujeita a varias temperaturas (constantes) foram plotadas nas Figuras 5.13 e, 5.14 e 5.15,
respectivamente. Os dados obtidos foram comparados com os dados analiticos de Yang,
Lin e Leu (2008) e com os dados obtidos no software ABAQUS também disponiveis no
mesmo autor.

Para o angulo de inclinagao de 30° é possivel notar que os resultados sao idénticos
ao modelo analitico. Fica evidente pela figura, a diminui¢ao da capacidade de carga com a
elevacao da temperatura.

A deformagao térmica é negativa para extensao, mas o deslocamento inicial mostrado
nas Figuras 5.13, 5.14 e 5.15 é negativo. Isso ocorre por que, nas figuras deslocamento
para baixo é positivo, portanto, na etapa térmica inicial, as barras expandem e elevam o
né do topo da trelica. E possivel notar que para trelica com angulo de inclinacio 6 = 5°
(Figura 5.14) o deslocamento inicial negativo é maior do que o deslocamento da treli¢a
com 6 = 30°. Isso ocorre por a trelica ser muito inclinada, a deformacao térmica por ser

muito maior do que a deformagao mecanica.
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Figura 5.13: Curvas carga-deslocamento vertical para trelica elastica sujeita a varias
temperaturas constantes (v = 30°).
Fonte: Autor.
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Figura 5.14: Curvas carga-deslocamento vertical para trelica de Von Misses eléstica para
varias temperaturas (y = 5°).
Fonte: Autor.

A partir das Figuras 5.14 e 5.15 é possivel observar que a carga critica ou capacidade
méxima de carregamento da trelica nao ocorrem a temperatura ambiente. Primeiro
aumenta com a temperatura até atingir cerca de 500°C'. Em seguida, diminui com o
aumento da temperatura.

No entanto, é possivel perceber uma diferenca entre as curvas obtidas no pre-
sente trabalho e as curvas obtidos pela software ABAQUS. Segundo Yang et al. (2008)
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Figura 5.15: Curvas carga-deslocamento para trelica de Von Misses elastica para
temperaturas constantes (7 = 5°).
Fonte: Autor.

essa diferenca ¢ devido ao ABAQUS adotar a deformacao logaritmica como medida de

deformacao.

5.3.2 Trelica espacial hexagonal

Considerando a trelica espacial de 24 barras estudada na subsecao 4.5.0.2 e mostrada
novamente na Figura 5.16. A todos os membros é atribuido o mesmo material e secio
transversal, ou seja, K = 18000 kN/cm2, A =0.75¢cm?, e sujeitas & mesma temperatura

constante. Apenas analise elastica é realizada nesse exemplo.
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Figura 5.16: Trelica espacial hexagonal.
Fonte: Autor.
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As curvas carregamento-deslocamento obtidos para a trelica hexagonal sujeita a
temperaturas de 20, 300, 500, 700 e 800 °C estao plotadas na Figura 5.17. Nessa figura é
possivel observar a ocorréncia de deslocamentos negativos no topo da estrutura. Isso é
devido ao pré aquecimento da estrutura antes da anélise mecanica, expandindo as barras
e fazendo o ponto do topo deslocar para cima. O carregamento critico diminui de 4,2kN
para 0,6kN quando a temperatura aumenta de 20 para 700°C.

Na Figura 5.17 é restrito & um pequeno intervalo inicial da analise, enquanto na
Figura 5.18 é mostrado o caminho de equilibrio completo da estrutura, o qual s6 ode ser
obtido pelo método de comprimento de arco. Sao mostradas as curvas para temperaturas
de 20, 300, 500 e 700°C'". Assim como no exemplo anterior, é possivel observar que a carga
critica ou capacidade méaxima de carregamento da trelica nao ocorrem a temperatura
ambiente. Primeiro aumenta com a temperatura até atingir cerca de 500°C. Em seguida,
diminui com o aumento da temperatura.

E possivel perceber que ao aumentar a temperatura a curva obtida neste trabalho
aumentava a diferenca entre a curva analitica. A diferenga entre as curvas obtidas no
presente trabalho e aquelas determinadas por Yang et al. (2008), podem ser causadas pelo
fato Yang et al. (2008) usar para o célculo do coeficiente de expansdo térmica a equagao
proposta pelo AISC (1994) em vez do EN 1993-1-2 (2005).

Deslocamentos [cm]|

—— Presente (T = 20°C') = Presente (T = 300°C')

- Presente (T' = 500°C") —— Presente (T = 700°C")
o Yang et al. (2008)(7 =20°C) ¢ Yang et al. (2008)(T" = 300°C')
» Yang et al. (2008)(7 =500°C) + Yang et al. (2008) (7' = 700°C)

Figura 5.17: Curvas carga-deslocamento para trelica espacial Star Dome, comparadas com
os resultados analiticos de Yang et al. (2008).

Fonte: Autor.
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Figura 5.18: Curvas completas carga-deslocamento para trelica espacial Star Dome para
temperaturas constantes.

Fonte: Autor.

5.3.3 Fechamento

Como mencionado anteriormente, ha falta de investigagoes detalhadas do comporta-
mento de membros de trelica sujeitas a mudanca de temperatura. Na falta de tais trabalhos
experimentais especificos, serao utilizados modelos fenomenologicos, desenvolvidos para
temperatura ambiente para descrever comportamentos de flambagem, pos-flambagem,
plastificagao, degradacao do material devido a deformagao plastica. Serao feitas algumas
adaptagoes nestes modelos para possam descrever o comportamento de elementos de aco
sujeitos a elevadas temperaturas.

Os modelos apresentaram apenas o formato da curva tensao-desformagao que um
elemento de trelica pode desenvolver, sem compromisso com precisao, pois, modelos
fenomenolégicos devem ser calibrados especificamente para as configuracoes do elemento

estrutural.






Capitulo 6

Modelo Fenomenolégico

A partir da observacao dos resultados das anéalises nao-lineares realizadas nos capi-
tulos anteriores, é possivel notar que os elementos de barras sao sujeitos a varias inversoes
de carregamento, tanto durante compressao e como em tragao. Tais carregamentos podem
levar as barras de ago esbeltas carregadas axialmente a flambagem, quando comprimidas,
ou & plastificacao, quando tracionadas.

Os carregamentos nao-lineares apresentados nas secoes anteriores, se assemelham,
de certa forma, com carregamentos ciclicos, para os quais os elementos de aco podem
ter como resposta um comportamento histerético. Modelos histeréticos realistas devem
contemplar efeitos complexos de plastificacao, flambagem e comportamento pés-flambagem
inelastica, degradagao da resisténcia devido ao acumulo de deformagoes plasticas.

Com a finalidade de representar de forma realista o comportamento de cada barra
de trelica considerando os possiveis comportamentos a tragao e compressao, ¢ adotado
neste trabalho um modelo fenomenologico histerético como base. O modelo é alterado de
forma a considerar efeitos de altas temperaturas no material, através da modificacao da
resisténcia e rigidez do material para cada temperatura conforme os coeficientes do EN
1993-1-2 (2005). De acordo com Wang (2002), o comportamento global de um elemento
sem qualquer restrigao & expansao térmica é idéntico ao ao comportamento a temperatura
ambiente, a inica consideracao é que deve ser usada a resisténcia e rigidez reduzidas pela
temperatura.

Modelos fenomenologicos sao metologias simples e eficientes em termos computaci-
onais. Nestes, o comportamento histerético de um elemento de treliga imita a resposta
observada experimentalmente. Como esse modelo fornece equacoes simples e explicitas
para descrever o comportamento individual de cada elemento ¢é facil de implementar em
anéalises estruturais. A limitacao dessa abordagem é a necessidade de calibracao do modelo
em relagao aos dados experimentais disponiveis e a capacidade preditiva limitada, uma
vez que o comportamento histerético representa apenas o comportamento das amostras

para as quais foi calibrado. No entanto, modelos fenomenolégicos tém sido utilizados com
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sucesso em varios estudos, como por exemplo Li, Fahnestock e Li (2013), Thai e Kim
(2011) e Zheng e Fan (2019).

Neste trabalho, é empregado como base o modelo fenomenolégico proposto por
Zheng e Fan (2019) para temperatura ambiente. Esse modelo foi desenvolvido para
contemplar o efeito Bauschinger, o comportamento inelastico de pés-flambagem e inclui
fadiga de baixo ciclo através da teoria de dano cumulativo linear de Miner (Miner 1945)
devido a fadiga. No entanto, no presente trabalho, nao foi considerado o efeito da
degradacao da forga de escoamento devido a fadiga e qualquer tipo de fratura, tais estudos
poderao ser feitos em trabalhos futuros. A degradagao da resisténcia ao escoamento é
devida apenas ao efeito térmico.

Devido ao fato de ser dificil obter os dados especificos desejados a partir de resultados
experimentais para calibrar o modelo fenomenologico, inicialmente, Zheng e Fan (2019)
desenvolveu um modelo refinado em elementos finitos utilizando o software Abacus, para
posterior exploracao de todos os dados desejados. O modelo em FE tridimensional foi
calibrado através de resultados de ensaios experimentais anteriores de elementos de barra
de ago com secao circular vazada. Alguns dos trabalhos experimentais utilizadas foram
Fell (2008) e Chen e Hu (2017). Nas analises foram variados os indices de esbeltez e o
grau do aco. Na Figura 6.1 ¢ apresentada a comparacgao dos resultados do modelo FE

desenvolvido com dados experimentais para duas configuragoes de corpo de prova.
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Figura 6.1: Comparagao das curvas histéricas obtidas pelo Abaqus e ensaios
experimentais.

Fonte: Zheng e Fan (2019).

No modelo FE sao utilizados elementos de casca quadrilatero de quatro nos (S4R)
para considerar grandes deformacoes e grandes rotagdes. O modelo foi desenvolvido para
considerar efeitos inelésticos e foi empregado um modelo material que combina encruamento
isotropico e cinematico na anélise. No entanto, no presente trabalho, a parte do modelo
que descreve a plastificagdo com encruamento por tracao foi substituida pelas equagoes

constitutivas do EN 1993-1-2 (2005) para elevadas temperaturas, as quais sao reunidas
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em uma simples equagao proposta por Zhou, Cardoso e Bahai (2019) e apresentada na
secao H.1.1. Essa substitui¢ao tem a finalidade de incorporar ao modelos os efeitos da
degradagao do material devido a altas da temperatura.

Apos calibrado o modelo FE, foram analisadas varias barras de aco de se¢ao circular
vazada, alterando didmetro e espessura da parede da se¢ao. O comprimento do elemento
era fixo e a geometria da segao foi alterada de forma a incrementar o indice de esbeltez
em um valor de 5 entre uma anélise e outra. Foram ensaiados elementos em uma faixa de
indice de esbeltez entre 50 e 150. Foram ensaiados elementos de agos de resisténcia ao
escoamento na faixa de 200-500 MPa.
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Figura 6.2: Loops Histereéticos variando o indice de esbeltez e relagao D/t (D=diametro e
t—=espessura da parede).

Fonte: Zheng e Fan (2019).

Baseado nos dados numeéricos obtidos e em resultados experimentais anteriores
Black, Wenger e Popov (1980), Zayas, Popov e Mahin (1980), Zheng e Fan (2019) calibrou
um novo modelo histerético fenomenolégico para barras de ago com secao circular vazada
(Figura 6.3) utilizando fung¢oes exponenciais e hiperbolicas para descrever a curva histerética.
No modelo proposto, o comportamento ciclico nao linear de uma barra pode ser dividido
em seis estagios principais, conforme mostra a Figura 6.3(a): (1) comportamento de tragao
(TR1 e TR6); (2) comportamento de compressao (TR2 e TR3); (3) comportamento de
descarregamento-recarregamento a partir da compressao (TR4 e TR5); (4) comportamento
de descarga-recarga a partir de tracao (TR7 e TRS); (5) regra de descarregamento no

meio ciclo (TR9 e TR10) e (6) degradacao da resisténcia a flambagem devido ao efeito
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Bauschinger.
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Figura 6.3: Modelo fenomenolégico histerético utilizado: (a) dois ciclos do modelo; (b)
tragao; (c) compressao; (d) descarregamento-recarregamento a partir da compressao; (e)
degradagao devido ao efeito Bauschinger; (f) descarregamento no meio ciclo; (g)
descarga-recarga a partir de tracgao.

Fonte: Adaptado de Zheng e Fan (2019).

A seguir sao descritas as equagoes que descrevem o comportamento de cada trecho

mostrado na Figura 6.3.

6.1 Comportamento a tracgao elastica (TR1)

O estéagio de tragao elastica (Figura 6.3 (b)) ocorre se o ciclo de carregamento
inicial comegar com tracao. Uma barra tracionada estara no faixa elastica linear ao longo
do segmento O — A com inclinagao K;,T até atingir o ponto que indica fim do limite de
proporcionalidade A1, onde a tensao axial é igual & tensao de limite de proporcionalidade

Spr. A curva tensao-deformacao neste estagio é expressa pela seguinte equagao

S = K, 1E; E<E, (6.1)
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6.1.1 Comportamento a tragao inelastica (TR6)

Além do ponto A1, qualquer alongamento no segmento A1-A2 inclui deformacoes
plasticas, e a inclinagao inicial K7 muda para K, . Para valores de tensao acima da
tensao limite de proporcionalidade, é iniciado o trecho 6, o qual descreve a plastificagao.
Este trecho é descrito pela equagao proposta por Zhou, Cardoso e Bahai (2019) apresentada

na secao 5.1.1, na qual a tensao na etapa atual é determinada por
Sr =8, +vp*(1-exp(=67E,)), (6.2)

onde S, r é tensao de limite de proporcionalidade referente a temperatura 7', vy e dp sao
os coeficientes de aproximagao, mostrados na Tabela 5.3. A deformacao de plastificacao
E, ¢ igual a

E,=E-E, (6.3)

onde E é a deformacao atual e £, é a deformagao correspondente a tensao S, 7.

6.1.2 Comportamento & compressao (TR2)

Ikeda, Mahin e Dermitzakis (1984) constatou a partir de seus estudos experimentais,
que os efeitos dominantes no comportamento de flambagem e pés-flambagem de elementos
de aco comprimidos ¢ funcao do indice de esbeltez A e da tensao de plastificacao Sy 7.

Segundo Zhou, Cardoso e Bahai (2019), o comportamento a compressao de um
membro de ago com indice de esbeltez inferior & 30 é semelhante ao comportamento
a tracao. Nesse caso, a falha nao ocorre por flambagem, mas sim por plastificacao do
material, e o comportamento pode ser reduzido para um modelo bilinear. Por outro lado,
membros com esbeltez maior do que 150 sao geralmente usados em estruturas apenas
como tirantes, e seu comportamento pode ser descrito simplesmente pela equagao (6.2).

Elementos com indice de esbeltez entre 30 e 150 sao usualmente projetados para
suportar cargas de compressao. Nesse caso, flambagem ineléstica pode ocorrer e causar
comportamento denominado de pos-flambagem [Figura 6.3(c)]. Esse efeito é devido a
softening do material, gerado principalmente pelo surgimento de rotulas plasticas no vao
comprimido (BLACK; WENGER; POPOV, 1980). Dessa forma, neste trabalho o enfoque
se limita a elementos com indice de esbeltez entre 30 e 150.

Caso a etapa de incremento inicial seja compressao, o segmento O-A na Figura 6.3

representa compressao elastica, sendo descrito pela equagao
S=K, kb, E>E,., (6.4)

onde K;r ¢ o moédulo de elasticidade do material ajustado para temperatura T. A

deformagao E., é correspondente & tensao critica de flambagem S, .
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Para determinagao do valor da tensdo de flambagem, o EN 1993-1-2 (2005) fornece
um método aproximado para determinacao da tensao axial critica de flambagem para
elementos sujeitos a elevadas temperaturas. Pressupondo distribui¢cao uniforme de tempe-
ratura no membro de aco. Essa formulacao deriva dos trabalhos empiricos de Franssen,
Schleich e Cajot (1995) e Franssen et al. (1996), nos quais foram ensaiadas 339 barras de
aco com secao H, variando entre duas resisténcias ao escoamento, dois eixos de flambagem,
seis temperaturas finais e 10 comprimentos diferentes. Segundo o EC3, a tensao axial a
partir da qual um elemento de ago iré flambar, considerando temperatura uniforme 7', é

calculada por

Serp = ——— (6.5)

onde k,r ¢ o fator de reducao da tensao de plastificagao do aco a uma temperatura
uniforme 7', ver Tabela 5.1. y é o fator de reducao para flambagem flexional em situagao

de incéndio, determinado pela equagao (6.38).

1
X = (6.6)
—2
pr+\/ 07 = Am,T
onde .
—2
pr =5 |1+ A+ A ] (6.7)
sendo o fator de imperfeicao o, determinado por
a =0,65/235/S, (6.8)

A esbeltez nao dimensional Xm;p para temperatura T, é calculada por
A = Whyr/kxr (6.9)

em que

overline\ é a esbetez nao dimensional a temperatura ambiente, expressa por

- A
=2 1
x=1 (6.10)

onde A é o indice de esbeltez do elemento. Segundo o EN 1993-1-2 (2005), o comprimento
efetivo é calculado igual seria calculado para temperatura ambiente, exceto para estruturas
contraventadas. Dessa forma, para elementos de trelica, o fator de comprimento efetivo é

igual a k =1. O parametro A é dado por

(6.11)
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onde 7 é o raio de giragao da segao do elemento e, segundo o Eurocode 3 Part 1.1 (2005),

K
A =7y 5 =93,9€ (6.12)
y

2
€= %, (fy em N/mmsy) (6.13)
y

A1 é determinado por

n

com € igual a

onde K ¢ o modulo de elasticidade a temperatura ambiente e .S, ¢ tensao de plastificagao
a temperatura ambiente.

Como nota, vale relembrar que nas equagoes anteriores, o valor da tensao de
plastificacao considerada é igual a tensao limite de proporcionalidade e, como consequéncia,
¢ utilizado o coeficiente k, em lugar de k,, conforme consideracoes de Zhou, Cardoso e
Bahai (2019).

6.1.3 Comportamento poés-flambagem (TR 3)

Baseado nos ensaios empiricos de membros de trelicas de Black, Wenger e Popov
(1980) a temperatura ambiente, Hill, Blandford e Wang (1989) prop6s um modelo para
descrever o comportamento de pos-flambagem de elementos de trelica (Figura 6.3(c)). O

efeito de pos-flambagem ¢é representado por uma funcao exponencial escrita como

S=5+ (Scr _ Sl)e—(XHXg\/Epu)Epu7 E<E,, (6-14)

onde X7 é o parametro que define a inclinagao inicial da curva de pés-flambagem, X5 é o
parametro que define a taxa de alteragao da tangente, S; é a tensao limite inferior assintotica,
E,n = E - E,, ¢ a deformacao medida a partir do inicio da curva de pés-flambagem, como
mostrado na Figura 6.3(c). E.. e S, sdo deformagao critica de flambagem e tensao critica
de flambagem, respectivamente. A tensao assintotica é igual a S; = 0,45,

Esta equacao foi desenvolvida para elementos em temperatura ambiente, mas aqui
neste trabalho sera utilizada considerando os efeitos de degradacao do material devido a
altas temperaturas, utilizando a tensao de flambagem como a tensao S, r, determinada

pela equagao (6.5).

S = Sl + (Scr,T _ Sl)e—(Xl"'XQ\/Epll)Epll, FE < E'Cr7 (615)

onde g
Eyp ==L 6.16
T Kor (6.16)

Em Hill, Blandford e Wang (1989) pouca informacao ¢ dada a respeito dos coefici-
entes X; e Xo, apenas é informado que sao constantes. Nenhuma relagao com o material,

tipos de secoes ou efeitos do indice de esbeltez ¢ levado em conta para sua determinacao.
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Nas aplicagoes do mesmo trabalho sao atribuidos estas constantes valores de X; =50 e
Xy =100. Ja em Thai e Kim (2011), sao utilizados valores de X; =400 e X5 = 100.

Com a finalidade de obter um modelo mais realista, em que o comportamento de
pos-flambagem fosse func¢ao do indice de esbeltez, Zheng e Fan (2019) calibrou um modelo
estrutural no software Abaqus a partir de ensaios experimentais de Black, Wenger e Popov
(1980) e Zayas, Popov e Mahin (1980). Diversos elementos de ago comprimidos foram

simulados, e por regressao dos resultados foram obtidas curvas para os parametros X, Xo

e S; em funcao de \,,.

As Figuras 6.4(a — b) e 6.5 mostram os parametros otimizados em fungao de A,

(pontos solidos), bem como as curvas das andlises de regressao.
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Fonte: Zheng e Fan (2019).
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As equagoes das analises de regressao sao definidas como

X1(\) = 518,027 1001Am (6.17)
Xo(Am) = —1308, 8737 1:119Am (6.18)
Si(Am) = 241,23471,2004Am (6.19)

Para que os parametros de Zheng e Fan (2019) sejam fungao da temperatura, a
variavel A, pode ser substituida por A, r, obtida por meio da equacdo (6.9). Na Figura
6.6(a) e (b) sdo plotados os valores de X; e X3 em fungao da temperatura. Na Figura 6.7
é plotada a tensao assintotica S; determinada pela equagao (6.19), a tensao assintotica do
modelo de Hill, Blandford e Wang (1989) e a tensao critica de flambagem correspondente

em funcao da temperatura para uma barra de ago genérica.
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Figura 6.6: (a) Parametro X; em funcdo da temperatura; (b) Parametro X, em funcao da
temperatura.
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Figura 6.7: Tensao assintotica em fungao da temperatura.

Fonte: Autor.
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Apesar do modelo de Zheng e Fan (2019) ser uma boa aproximagao do compor-
tamento real, a equacao que determina a tensao assintética nao pode ser usada para
temperaturas elevadas, pois, como pode ser observado na Figura 6.7, a partir de uma
temperatura de aproximadamente 240°C' a tensao assintotica passa a ter valor menor do
que a tensao critica, o que nao pode acontecer. Portanto, ser utilizado nas aplicacoes deste
capitulo S; = 0,45, .

A titulo de ilustracao, na Figura 6.8 sao mostrados diferentes curvas de pos-

flambagem para os diferentes parametros abordados.

300

200 .

100

Tensao [MPa]

-100

_200 | | | | | | | |
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Deformacao 103
— X1 =50; X5 =100; 5, = 0.45,, == X1(Am.1); Xo(Am1); Si( A1)

Xl()\m,T); X2()\m_’T):/ Sl = 0'4Scr X1 = 4007 Xz = 1007 Sl = 045”4

Figura 6.8: Comparacao de curvas de pos-flambagem com diferentes parametros.

Fonte: Autor.

6.1.4 Comportamento de descarregamento-recarregamento
partindo da compressao (TR4 e TR5)

Como mostrado na Figura 6.3, o segmento B—C' (TR4) representa descarregamento
e carregamento apos a ocorréncia de flambagem. Essa etapa ocorre de forma elastica
com inclinacao K;, menor do que a inclinacao inicial K, sendo K; func¢ao da deformacao
plastica acumulada. De acordo com Zheng e Fan (2019), esse efeito pode ser constatado
em trabalhos experimentais e de simulacao e é denominado de efeito pinching. Prota,
Cicco e Cosenza (2009) observaram comportamento similar em ensaios de vergalhoes de

ago e, a partir destes, propds uma expressao analistica para descrever este fenomeno. A
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Kt ) 1,5
KS,T -

onde S,,;, € tensao no ponto B, e S; in € a tensao obtida no trecho de tracao plastica

inclinacao K é expressa por
Smin

St,min

(6.20)

correspondente a deformagao associada & tensao Sy, conforme a Figura 6.3(d). A tensdo

St.min pode ser determinada pela equacao (6.2), como

St,mm = Sp,T + VT(l - e(_aTEt))y (621)

onde F; é determinado por
E: = |Eg| - E,, (6.22)

em que Ep é a deformacao correspondente a S,,;, no ponto B e E, é a deformacao limite

de proporcionalidade.

De acordo com varios autores, o trecho de recarregamento nao-linear representado
pelo segmento C-D (TR5), mostrado na Figura 6.3 (d), pode ser descrito por uma curva
hiperbolica (THAT; KIM, 2011; KASHANT et al., 2015). Os diferentes trabalhos diferem
em relagao aos valores referentes ao inicio (ponto C) e fim (ponto D) da curva, pois este é
um parametro a ser calibrado dependendo das configuracoes do elemento que se pretende

representar.

O modelo proposto por Zheng e Fan (2019) para barras tubulares de ago, define a
hipérbole iniciando em um par ordenado igual a (Ey 15,0,15S5,), ou seja, o inicio se da a
partir da tensao igual a 15% da tensao de escoamento, e o fim da curva deve ocorrer em

uma tensao igual a (Ey 75,0, 755, 7).

O modelo proposto por Kashani et al. (2015) para vergalhoes de ago, sugere valores
de inicio e fim, respectivamente, iguais & (Ep 30,0, 30S,7) e (Eos0,0,805, 7). Ja no modelo
tensao-deformacgao de Thai e Kim (2011), proposto para analises dinamicas de treligas
espaciais, ndo existe o segmento B — C' (TR4) apresentado anteriormente, ou seja, assim
que ocorre reversao nos esforgos durante etapa de pos-flambagem (TR3), é iniciada a curva
hiperbolica (TR5). Para esse modelo o inicio da etapa TR5 se da em (Ep, Spin) € fim do

trecho ocorre em (Ejp 50, 0,505, 7).

Os trés modelos apresentados sao elaborados sem considerar efeitos térmicos. Dessa
forma, diante da falta de modelos ou resultados experimentais que descrevam o com-
portamento de elementos longitudinais de ago sujeitos a tais efeitos de carregamentos
simultaneamente a efeitos térmicos, os parametros que definem a curva TR5 podem ser
varidveis no algoritmo, sendo de interesse apenas manter a forma da curva. Posteriores
ensaios em laboratério poderao determinar tais parametros com maior precisao e o modelo

podera ser ajustado.
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A hipérbole (TR5) é descrita pela seguinte equagao

E
S, = h

= " 6.23
ai +b1Eh7 ( )

onde S;, e E} sao a tensao e deformagao medidas a partir do ponto de intersecao D, e a; e
b, sao constantes de interpolagao. O parametro a; define a inclinagao no ponto D, a qual

é fungao da variavel \,,. Sgundo o modelo Zheng e Fan (2019), a constante a; é calculada

por
1
=—— Am 21,5, 6.24
05K, (6.24)
1 A <1.5 (6.25)
a = —— m < 1,5. .
' 0,3K, 1

Definido o parametro a;, pode ser calculado o parametro b; através da relagao

tensao-deformacao no ponto C. A constante b; é determinada por

1 aq

by = _
'Y Se-Sp Ec-Ep’

(6.26)

onde S¢ e E¢ sao a tensao e deformacao correspondentes ao ponto C, e Sp e Ep sao a
tensao e deformacao correspondentes ao ponto D. Estes valores sao fixos e nao se alteram
dentro de um ciclo, assim como os parametros a; e b; devem ser calculados apenas uma
vez dentro de cada ciclo. Os valores de tensao e deformacao atuais sao obtidos do seguinte

modo

S=Sh+SD (627)
E = Eh +Ep (628)

O processo de calculo pode ser resumido da seguinte forma: calculados os parametros
aj e by, é obtida a deformacao S, pela expressao (6.27) utilizando o valor de S igual a
ultima deformagao obtida. Em seguida, é calculado S, pela equagao (6.23) e por fim, a

tensao atual S pela equagao (6.28).

6.1.5 Comportamento de descarregamento-recarregamento
partindo de tragao (TR7 e TRS8)

Vérios modelos computacionais, como os presentes em Zheng, Fan e Long (2017) e
Thai e Kim (2011), propuseram o comportamento de descarregamento e recarregamento
partindo da tragdo como um trecho elastico linear com inclinagao K (Figura 6.3(g)). No
entanto, como constatou Zheng e Fan (2019), a rigidez do material se degrada apos o
elemento ter sido alongado além do limite elastico, e portanto, existe uma relagao entre a
deformagao plastica e a rigidez de descarregamento-recarregamento.

Como mostra a Figura 6.3(e), o comportamento de um elemento que sofre inversao
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de esforcos no ponto H durante plastificacao por tracao pode ser descrito por dois segmentos.
O primeiro segmento H -1, que marca descarregamento, pode ser aproximado por um reta
com inclinagao K,,, enquanto, o segundo segmento O; — Ay, que representa recarga, pode
ser aproximado por um reta com inclinacao K,.. Ambas as retas podem ser determinadas
com as coordenadas dos pontos H, O; e A;, mostrados na Figura 6.3(a).

Zheng e Fan (2019), apos simulagdo de diversos elementos variando niveis de
deformagao plastica e indice de esbeltez e posterior tratamento estatistico dos dados,

prop0s as seguintes expressoes empiricas para determinacao de K, e K,., escritas como

Ky 1
=0,82+ 6.29
K, 77 555+1000E, (6.29)
K. 1
= El 5 Kre 2 Oa 2Ks (630)
Ks 1+(070p05)0,5

onde E, = E,, - E, ¢ a deformagao plastica e K, ¢ deformacao maxima atingida na
tracao, como mostrado na Figura 6.3(e).

Estas equacoes foram geradas para ago em temperatura ambiente, no entanto, neste
trabalho, estas expressoes sao utilizadas para em agos sujeitos a elevadas temperaturas,

através da correcao dos parametros K, e E, para temperatura T, ou seja, K7 e Eyr

6.1.6 Degradacgao da resisténcia & flambagem devido ao efeito

Bauschinger

Elementos de ago sujeitos & carregamentos ciclicos apresentam diminui¢ao do valor
de tensao critica de flambagem a cada ciclo, isso é devido ao efeito Bauschinger. Resultados
de ensaios experimentais e simulagoes com elementos finitos mostram que a degradagao
da resisténcia a lambagem esta diretamente relacionada com o histérico de deformagoes
plasticas e com o indice de esbeltez do elemento. O efeito Bauschinger é ilustrado na
Figura 6.9(a), onde a tensao de flambagem é maior no primeiro ciclo. Na Figura 6.9(b)
sdo mostradas as tensoes criticas em fungao do indice de esbeltez \,, [marcados com (e)],
obtidas através de simulagdo em temperatura ambiente por Zheng e Fan (2019). Através
de analise de regressao dos dados, foi gerada uma curva que fornece a tensao critica de

flambagem para o proximo ciclo em func¢ao da tensao critica atual e \,.

Scrl _ 1
Ser 1+40\, By’

(6.31)

onde S.,. é a tensao critica de flambagem inicial, e S..; é a tensao de flambagem nos
ciclos subsequentes. Novamente, a equagao foi gerada sem considerar efeitos térmicos, mas
neste trabalho, o efeito da degradacao do material devido ao calor sera aliado ao efeito

de Bauschinger através da substituicao de S, e A, por seus respectivos valores alterados
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pela temperatura Se,.7 e Ay, 7.
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Figura 6.9: (a) Simula¢do numérica que evidencia o efeito Bauschinger. (b) Degradacao
da tensao critica de flambagem em funcao da esbeltez A,

Fonte: Adaptado de Zheng e Fan (2019).

6.1.7 Regras de descarregamento a meio ciclo (TR9 e TR10)

Na Figura 6.3 é mostrada a relacgao histerética tensao-deformagao de uma barra de
aco, na qual o conjunto de segmentos O - A—- B-C-D - H - 01 - Al representa um ciclo
do modelo fenomenolégico. Para que o modelo seja representativo para carregamentos
aleatorios, é necessario que o modelo preveja a reversao de tensao durante qualquer etapa
do ciclo. Dois descarregamentos ainda nao foram tratados, o primeiro pode ocorrer durante
o trecho C'— D (TR5) (Figura 6.3(f)) e o segundo, pode ocorrer quando o elemento de ago
experimenta uma reversao de tensdo durante o trecho Oy — A; (TR8) (Figura 6.3(g)).

Nos dois casos, o caminho de descarregamento é linear com rigidez devidamente
ajustadas. Na primeira situagdo (TR10), o caminho de descarregamento F'— F'1 é linear,
com uma inclinagao de K., até encontrar o caminho pos-flambagem (TR3) (Figura 6.3(f)).
Na segunda situagao (TR9), o caminho de descarregamento G — G1 permanece linear, com

uma inclinagdo de K,,, até encontrar trecho de tracao (TR6) (Figura 6.3(g)).

6.2 Fluxograma do modelo fenomenolégico

Abaixo esta o fluxograma utilizado neste trabalho para descrever o modelo feno-
menologico proposto. O modelo foi elaborado considerando inversoes de carregamentos
aleatorios, por esse motivo, é necessario direcionar o trecho correto dependendo do histérico
de deformacoes. Para direcionar a anélise sao utilizadas as denominadas condigoes. Estas,

em resumo, sao critérios que determinam se na iteragao atual a tensao correspondente a
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deformacao atual, devem ser calculadas pelo trecho corrente ou ser feita a transi¢ao para
outro trecho.

No Fluxograma 6.10 sao mostrados os possiveis caminhos que cada elemento da
estrutura pode percorrer durante a anélise, sendo que a passagem de um trecho para
outro deve atender os respectivos critérios mostrados na Tabela 6.1. A variavel code diz
ao algoritmo qual o trecho em que anédlise estd no momento atual. Esse parametro é
necessario para direcionar a analise de acordo com o fluxograma 6.10, pois nao é possivel
fazer o controle apenas por valores de tensao ou deformagao, pois um determinado valor

de deformacao ou tracao pode ser comum a diferentes trechos.

> —— Cond. 3 —»
TR1 TR2
<— Cond. 4 —

Cond. 5 Cond. 6

v

v
e B = NP

Cond. 14 Cond. 13 Cond. 8 Cond. 7

Cond. 11 ‘ Cond. 16 ‘ ‘
Cond. 18 TR7 [ TR4 } [ TR10 }
Cond. 15 Cond. 9
TRS8 TR5 Cond. 10
Cond. 17
v
TR9

Figura 6.10: Fluxograma do modelo proposto.

Fonte: Autor.

Ao passar pela primeira vez na parte do cédigo que descreve determinado trecho, a
variavel code recebe o valor de identificacao do trecho. Por exemplo, ao iniciar a analise
code=0 e ao ser dado o primeiro incremento de carga de compressao, ¢ atendida a cond.

2 e é executado o trecho 2, onde o code passa a valer 2. Importante destacar que os
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sobrescritos com a letra ¢ indicam iteragao atual, enquanto ¢—1, indicam iteracao anterior.

Tabela 6.1: Condigoes para direcionamento do modelo.

Identificacao Critérios
Cond. 1 If (code=0) and (S > 0)
Cond. 2 If (code=0) and (S<0)
Cond. 3 If (code=1) and (E! < 0.0)
Cond. 4 If (code=2) and (E* >0.0) and (E* > E, 1)
Cond. 5 If (code=1) and (E*> E*!) and (E' > E, 1)
Cond. 6 If (code=2) and (£ < E*™1) and (E' < E,. 1)
Cond. 7 If (code=3) and (E*> E't-1)
Cond. 8 If (code=4) and (E! < E*7') and (E* < Ep)
Cond. 9 If (code=4) and (E* > E¢)
Cond. 10 If (code=b) and (E! < Et1)
Cond. 11 If (code=5) and (E* > E™1) and (E! > Ep)
Cond. 12 If (code=10) and (St < S =TR3(E?))
Cond. 13 If (code=6) and (E* < E'1)
Cond. 14 If (code=T7) and (E! > E*71) and (E' > Ep)
Cond. 15 If (code=7) and (S* < 0.0)
Cond. 16 If (code=8) and (E'< E..1)
Cond. 17 If (code=8) and (E*> E;_1)
Cond. 18 If (code=9) and (E*> E,r + Ey;)

Fonte: Autor.

Como outro exemplo, a Cond. 6 determina a transi¢ao do trecho de compressao
elastica (TR2) para o trecho de pos-flambagem (TR3). A transigao s6 pode ocorrer se o
trecho anterior era 0 TR2 (code=2), se a deformagao atual é menor do que a deformacao
anterior (para garantir que nao ocorra a passagem de TR3 para TR2) e que a deformagao

atual seja maior que a deformacao critica de flambagem.
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6.3 Aplicacoes

6.3.1 Barra simples

Um tnico elemento de trelica é apoiado por pino em uma extremidade e por
rolo na outra extremidade (Figura 6.11). O elemento de treli¢a resultante é carregado
monotonicamente em tensao ao longo de seu eixo na dire¢ao de seu tnico grau de liberdade
de deslocamento livre. O elemento de exemplo possui L = 2,0m, médulo de elasticidade
K, = 200G Pa e tensao de escoamento igual a S, = 250M Pa a temperatura ambiente
(20°C'). A barra ¢ um tubo circular com didmetro externo D =0, 15m e didmetro interno

d=0,10m, area A =9,8.1073m?, momento de inércia I, = [y, =1,99.1075.

T
iy o
| : I

Figura 6.11: Barra simples axialmente carregada.

Fonte: Autor.

Na Figura 6.12 sao mostrados os resultados obtidos utilizando o modelo desenvolvido
para barra da Figura 6.11. A anélise iniciou com compressao, na qual foram utilizados
1500 incrementos, com nimero maximo de ciclos por incrementos igual & 100, incremento
inicial igual & AL =5.1075 e tolerancia 10~4. Para o trecho de pés-flambagem (TR3) foram
utilizados os parametros de Hill, Blandford e Wang (1989), X; =50, X5 =100 ¢ S; = 0,45,
Para o trecho TR5 foi utilizado S¢ = 0,155, e Sp =0,755,.

As mudancas de dire¢cao foram impostas, ou seja, foi imposto que quando a defor-
magao na barra fosse igual & E = 5,0.1073 haveria inversao na carga (ponto B), e quando a
deformacao fosse igual & E =4,0.1073 haveria inversao no carregamento (ponto F).

Para validar o modelo, a seguir sera desenvolvido o calculo das equacoes que
descrevem o modelo. Inicialmente é calculada a tensao critica para temperatura de 20°C'

de acordo com a equagoes da secao 6.1.2.

200000
A\ = - . 6.32
1= 550 88, 857, ( )

2,0
A= —— =44 382: .

0.45 , 382; (6.33)

- 44,382
A= i _ 24,38 =0,499; (6.34)

A 88,857
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300 300
250
200 200
187,08
— 100 100 —
o] <
¥ o
2 3745 =
Q Q
'3 0 0 '8
g g
= =
-100 -100
T130,63 -170.13
-200 -200
-6 —4 -2 0 2 4 6
Deformacao 1073
Figura 6.12: Resultados do primeiro ciclo do modelo desenvolvido.
Fonte: Autor.
— — |k 1
Aot = M| 25 = 10,4991/ = = 0,499; (6.35)
’ K 1
235 235
=0,654/——=0,65\/ — =0,630; 6.36
G\, T Va5 T (6.36)
1 —2 1 9
or=3 [1+admr+ Ar] = 5 [1+0,630%0,499 +0,499°] = 0, 782, (6.37)
! ! 0,722 (6.38)
X = = =0,722; :
—2 2 _ 2
o7 + 1 /90% g 0,782+ \/0,7822 - 0,499
k, 1S, 0,722 % 1 % 250
Sy = A2y _ T2 X TS0 180, 636 (6.39)
TM, fi ]-7 0
Ser 180,636
B, =-=L = = 0,0009031. (6.40)

E.r 200000

Como é possivel notar pela Figura 6.12, a tensao critica de flambagem esta de
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acordo com a tensao obtida pela equacao (6.40), S, = —180,636M/ Pa. Em seguida, é
calculada a tensao correspondente ao final da curva de pos-flambagem (ponto B), onde

ocorre inversao de carregamento.

S; = 0,48, = 0,4(~180,636) = ~72,254; (6.41)
S =S+ (S — )oKt XavEp) Epr (6.42)
E,1 = abs(E; - E,,) = abs[-0,005 - (-0,0009031)] = 0,0040969; (6.43)

Sp = -72,254 + [-180, 636 — (=72, 254) e [(50+100,/0,0040969)0,0040969] _ _158 28 \f Pa, (6.44)

Portanto, como é possivel observar na Figura 6.12, que a tensao no ponto B é muito
proxima da tensao obtida na expressao analitica, Sg = —158,28 M Pa. O segmento B-C
deve ter fim na tensao igual a S¢ = 0,155y = 37,5M Pa, o que esta de acordo com o valor
obtido na Figura 6.12. Assim como, o fim do trecho C-D deve ocorrer na tensao igual a
Sp =0,755, = 187,5M Pa, cujo valor é o mesmo mostrado na Figura.

A tensao critica de flambagem referente ao segundo ciclo (ponto H da Figura 6.12),

¢ calculada analaticamente pela equagao (6.31), sendo igual a

Ep=FEp*E,=0,004-0,00125 = 0,00275, (6.45)

S, B -180, 64
1+40\,E, 1+40-0,499-0,00275

Sppt = = ~171,24M Pa, (6.46)

6.3.1.1 Teste de carregamento e descarregamento

Neste exemplo, serd demonstrado o comportamento de carregamento e descarre-
gamento em todos os tipos de trechos do modelo proposto, que podem ocorrer devido
a carregamentos aleatorios. Foi utilizado a mesma barra da se¢ao anterior, com os mes-
mos dados, sendo alterado somente os pontos de inversao de esforcos e os parametros
que descrevem o trecho de pos-flambagem. Os parametros X; e X5 sao determinados
pelas equagoes aproximadas (6.17) e (6.18) e, tensao assintotica igual a S; = 0,45,,.. Foi
considerada temperatura ambiente.

Na Figura 6.15 sao mostrados os valores de deformacao em que ocorrem as inversoes
impostas de carregamento e, na Figura 6.14 os respectivos pontos de inversao sao marcados

com (e).
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Deformacao

-0,0075 -0,0075
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Figura 6.13: Deformacoes correspondentes aos pontos de inversao de carga externa
imposta, referente aos dados da Figura 6.14.

Fonte: Autor.
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Deformacao 1073

Figura 6.14: Um ciclo com carregamentos e descarregamentos aleatorios.

Fonte: Autor.

6.3.1.2 Loop histerético

Nesse exemplo, a mesma barra utilizada nas aplicagoes anteriores sujeita a tempera-
tura ambiente, foi submetida a sucessivos carregamentos de tracao seguido de compressao,
limitados pelas deformagcoes apresentados na Figura 6.15, gerando o loop histerético mos-

trado na Figura 6.16. Os parametros X; e X5 utilizados sao determinados pelas equagoes
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aproximadas (6.17) e (6.18), e a tensao assintotica utilizada foi igual a S; = 0,4S,,. Foi
considerada temperatura ambiente.

E possivel notar na Figura 6.16 que o patamar de plastificacdo em todos os loops
nao se altera, isso é devido a nao consideragao de nenhuma regra de encruamento, a nao ser
aquela contida no modelo constitutivo para elevadas temperaturas do EC3, mas como esta
analise se restrige a 20°C, nao hé encruamento. O efeito Bauschinger é evidente, a cada
ciclo a tensao critica de lambagem diminui devido ao actimulo de deformacao plastica.

102
410 )

Deformacao
o
|

|
\}

T

|

|
N

Figura 6.15: Deformagoes em que ocorreram inversao de carregamento.

Fonte: Autor.
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Figura 6.16: Loops histeréticos obtidos pelo modelo proposto para temperatura de 20.

Fonte: Autor.
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6.3.1.3 Modelo ciclico considerando elevadas temperaturas

Com a finalidade de aplicar o modelo proposto em conjunto com os efeitos térmicos,
a mesma barra simples utilizada nos exemplos anteriores, agora ¢é sujeita a diferentes
temperaturas. Na Figura 6.17 sao mostrados os diagramas tensao-deformacoes para
temperaturas de 20°C, 300°C, 400°C, 500°C, 600°C, 700°C, 800°C, 900°C e 1000°C. A
temperatura é mantida constante durante cada analise.

Foram impostos restricoes nos deslocamentos, de forma que atingido o valor selecio-
nado, era aplicada a inversao na forca axial externa. Os valores de deslocamento foram
selecionados de forma a obter curvas histéricas mais visuais.

Foram utilizados incrementos de comprimento de arco com valores fixos iguais
a AL = 1074, totalizando 3000 incrementos com nimero maximo de iteragoes igual &

N1yq.=100 e tolerancia igual tol = 1074,

Tabela 6.2: Valores de deslocamento que marcam a reversao do carregamento.

Temperaturas Temperaturas Temperaturas

20/300/400/500°C 600/700°C 800/900/1000°C
0,02 0,029 0,035
-0,05 0,015 0,003
0,024 0,034 0,04
-0,053 0,01 -0,002
0,028 0,039 0,045
-0,056 0,005 -0,007
0,032 0,044 0,05
-0,059 0 -0,012
0,036 0,049 0,055
-0,062 -0,005 -0,017
0,04 0,054 0,06
-0,065 -0,01 -0,022
0,044 0,059 0,065
-0,068 -0,015 -0,027
0,048 0,064 0,07
-0,071 -0,02 -0,032

Fonte: Autor.
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Figura 6.17: Curvas histeréticas para uma barra simples apoiada sujeita a vérias
temperaturas.

Fonte: Autor.

Nas Figuras 6.18 e 6.19 foram plotadas as curvas forca-deslocamento, correspondente
as curvas tensao-deformagao da Figura 6.17. As curvas estao separadas em figuras diferentes
devido a escalas, o que levou a adotar diferentes valores deslocamento como marcadores de
inversao de carregamento. Pelos graficos é evidente o efeito da degradacao térmica, sendo
que for¢a maxima em 500°C corresponde a 54% da forga méaxima a 20°C, 18% em 700°C,

12% em 800°C, 7% em 900°C e em 4% a 1000°C.
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Figura 6.18: Comparagao de curvas histeréticas de diferentes temperaturas mas com
iguais pontos de inversao de cargas.

Fonte: Autor.
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Figura 6.19: Comparagao de curvas histeréticas de diferentes temperaturas com iguais
pontos de inversao de cargas.

Fonte: Autor.
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6.3.2 Trelica de Von Misses

A trelica de Von Misses, apresentada nos capitulos anteriores, é analisada novamente,
agora associando efeitos térmicos com o modelo fenomenologico proposto. Foram utilizadas
os mesmos dados da geometria dos exemplos anteriores, sendo as barras simétricas, com
comprimento L=50cm e angulo com plano horizontal 6 = 5°. Os dados do ago utilizado
sao: modulo de elasticidade igual a 200 Gpa e tensao de escoamento igual a 250 Mpa.
Foi utilizada se¢do com area A =3,73cm? e I, = 1,=10,55 ecm? (Figura ??). Para obter o
resultados mostrados a seguir foram utilizados 400 incrementos de comprimento de arcos
iguais a AL = 0,05, com no méaximo 200 iteragoes para convergéncia. O parametro de
carga foi deixado livre para aumentar ou diminuir conforme o comportamento nao linear,
ou seja, nenhuma restri¢ao de deslocamento ou deformacao foi imposta.

Na Figura 6.20 sao plotadas as curvas forca-deslocamento e sua respectiva curva
tensao-deformacao resultantes de analise elastica e inelastica da trelica de Von Misses
em temperatura ambiente. Os pontos identificados com o numeral indicam transi¢oes de
trechos de comportamento durante anélise, sendo que os pontos na Figura (a) correspondem
aos pontos na Figura (b). O ponto 1 marca a flambagem e o inicio da pés-flambagem
inelastica. No ponto 2 ocorre inicio do descarregamento elastico e recarregamento a tragao.
No ponto 3 ocorre reversao da tensao. No ponto 4 a barra volta ao comportamento de

tragao elastica e no ponto 5 ocorre escoamento a tragao.

800 400
— T =20°C elastico — T =20°C eldstico
600 T = 20°C modelo 300 T =20°C modelo | ®
200
400 E
= Z 100 ® @
=, 2 .
§ 200 é 0
5]
= & @)
()
0 -100 o
-200
-200 /

0 2 4 6 8 10 12 -4 -2 0 2 4 6
Deslocamento [cm] Deformagao 103

(a) (b)

Figura 6.20: Comparagao entre modelo elastico e modelo inelastico proposto: (a)
Diagrama forga-deslocamento e (b) Diagrama tensao-deformacao.

Fonte: Autor.

Na Figura 6.21 sao mostrados os diagramas for¢a-deslocamento obtidos pelo modelo
inelastico proposto variando a temperatura do material. E possivel notar que para todas
temperaturas, exceto para temperatura de 20°C, a analise se inicia com deformagoes

negativas (neste grafico, deformagoes negativas indicam expansao do material). Isso é
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devido a execucao de andlise termina inicial e aplicagao da correspondente deformacao
térmica e em seguida é feita analise mecanica.

Ja na Figura 6.22(a) e (b) sao apresentados os as curvas correspondentes de tensao-
deformagao para varias temperaturas. As curvas nas Figuras 6.20 e 6.21 refentes as
temperaturas de 800°C, 900°C e 1000°C sao mostradas separadas devido a escala, pois se

fossem apresentadas junto com as outras temperaturas, estas curvas apareceriam quase

como linhas horizontais.
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Figura 6.21: Anélise inelastica - Diagramas for¢a-deslocamento para varias temperaturas.

Fonte: Autor.
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Figura 6.22: Anélise ineléstica - Diagramas tensao-deformacgao para vérias temperaturas.

Fonte: Autor.
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6.3.3 Star Dome

A aplicagdo do domo hexagonal, apresentado no se¢ao 4.5.0.2, foi analisada no-
vamente com o modelo inelastico proposto considerando os efeitos da temperatura. A
geometria foi mantida igual, enquanto as propriedades materiais utilizadas foram: modulo
de elasticidade K = 18000K N /em? e tensao de escoamento igual a S, = 25K N /em?. A
secao adotada possui area A = 3-1072 e momento de inércia I, = I, = 5-107%. Para obter
os dados mostrados a seguir, foram necessarios 30000 incrementos de comprimento de arco
iguais & AL = 0,002 e nimero méaximo de iteragoes igual a 1000. O parametro de carga foi
deixado livre para aumentar ou diminuir conforme o comportamento nao linear, ou seja,

nenhuma restrigao de deslocamento ou deformagao foi imposta.

Este exemplo é consideravelmente mais complexo do que os exemplos apresentados
anteriormente, pois, nesse caso, o diagrama forca-deslocamento de um determinado né6 da
estrutura depende do comportamento individual de cada barra da estrutura. Na Figura
6.23(a-r) sdo apresentadas as curvas tensao-deformagao individual de 18 barras das 23
que compoem a estrutura, obtidas por anélise inelastica em temperatura ambiente. Na
Figura 6.25 é apresentada a curva forga-deslocamento do né no topo da estrutura (ponto

de aplicagao da carga concentrada).
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Figura 6.23: Diagramas tensao-deformacgao individual para algumas barras da estrutura.

Fonte: Autor.
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Na Figura 6.25 sao comparadas as curvas forca-deslocamento obtidas submetendo

a estrutura a diferentes temperaturas.
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Figura 6.25: Diagrama for¢a-deslocamento para varias temperaturas.

Fonte: Autor.






Capitulo 7

Conclusoes

Ao longo do desenvolvimento do presente trabalho foram apresentados e descritos
os aspectos de interesse relacionados ao desenvolvimento e posterior aplicacao de um
c6digo computacional para analise nao linear termoestrutural simplificada em regime
de grandes deslocamentos e pequenas deformacoes de trelicas espaciais, associado a um

modelo fenomenologico inelastico histerético.

Inicialmente, foi empregado o método dos elementos finitos posicional que devido
sua natureza nao linear é eficaz para analises de grandes deslocamentos. Neste primeiro
trabalho, foi adotado o elemento de treliga espacial devido a sua formulacao simples, o

que torna elementar a introducao de outros tipos de analises.

O método de continuagao utilizado mostrou boa convergéncia, tanto nos exemplos
mais simples, como naqueles em que ocorrem bruscas mudancas de direcao na trajetoria

de equilibrio, como mostrado no capitulo 6.

Os resultados obtidos nos exemplos do capitulo 5, quando comparados com aqueles
obtidos nas referéncias, permitiram comprovar a precisao para analises termoestruturais
em temperaturas elevadas. A sequéncia de anédlise é feita primeiro estimando os efeitos
térmicos, ou seja, calculando as deformagoes térmicas e atualizando as propriedades do

material degradados devido & temperatura e, em seguida executando a analise mecéanica.

O modelo fenomenologico proposto inclui plastificacao a tragao, flambagem e pos-
flambagem ineléstica a compressao e degradacao da tensao critica de flambagem devido ao

historico de deformagoes plasticas. Foi demostrado teoricamente a acuracia do modelo.

Como modelos fenomenolégicos sao validos somente para uma determinada confi-
guragao para a qual foi calibrado, este trabalho intentou desenvolver um modelo fenome-
nolégico razoavelmente flexivel, baseado em modelos de diferentes trabalhos. O modelo
proposto futuramente pode ser calibrado com dados especificos de barras de trelica sujeitas
a elevadas temperaturas, pois em nenhum trabalho publicado foram encontrados tais

informagoes.

117



118 Capitulo 7. Conclusoes

7.1 Sugestoes para trabalhos futuros

e Erplorar andlise de colapso local e colapso progressivo

— Ao implementar no programa critérios de falhas das barras, seria possivel
analisar colapsos locais e seus efeitos globais. Seria interessantes analisar a
redistribuicao de esforcos e os mecanismos de colapso global. De acordo com
Rigobello (2011), por meio de anélises estaticas nao é possivel continuar simular
o comportamento das estruturas apos um colapso local e, como sugeriu Franssen
e Gens (2004), tal problema pode ser contornado empregando anélises dindmicas.
No entanto, como apresentado neste trabalho, o método de continuacao junto

com o modelo fenomenolégico foram eficazes além dos pontos limites.

e Calibrar o modelo fenomenoldgico histerético para barras de trelica sujeitas a elevadas

temperaturas

— Através de ensaios em laboratorio de elementos de trelica de ago sob carrega-
mentos ciclicos e elevadas temperaturas, podem ser gerados dados para calibrar
o modelo aqui apresentado e, dessa forma, gerar um modelo fenomenologico

preciso para o tipo de elemento estrutural desejado.
o Acoplar codigo de andlise térmica transiente ao codigo de andlise estrutural

— Associar ao modelo proposto codigo computacional baseado em elementos finitos
de anélise térmica transiente para determinacao campos de temperatura. Dessa
forma, seria possivel simular propagacao de calor, deformacoes nao uniformes,
efeitos de restricoes devido a diferentes expansoes térmicas, arqueamento das
barras devido a diferente distribuicao de temperatura na secao dos elementos,

entre outros.

o Considerar efeito de degradagao da tensao de escoamento

— Para tornar o modelo fenomenolégico mais acurado, segundo Zheng e Fan
(2019), este deve considerar o efeito cumulativo da degradacao da tensao de
escoamento como uma func¢ao do dano cumulativo devido a fadiga. Podem
ser utilizados para estimar os efeitos da fadiga os modelos de Coffin (1954) e
Manson (1965)
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